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Kapitel 1

Physikalische Grofien und
Einheiten

1.1 Einfiihrung

Die Physik versucht die Gesetze, nach denen Vorgénge in der Natur ablaufen,
durch Einfithrung von Begriffen und Beziehungen zwischen diesen Begriffen zu
beschreiben. Diese Beziehungen werden mit Hilfe der Mathematik hergestellt.
Da alle Organismen physikalischen Gesetzen unterworfen sind, ist die Physik
auch eine Grundlage der Biologie und Medizin (—Biophysik).
Folgende Schritte sind fiir die Naturbeschreibung notwendig;:

1. Beschreibung der Natur durch Begriffe:

Ein Begriff ist ein physikalische Grofle, die man objektiv messen kann.
Die menschlichen Sinnesorgane reichen i.a. nicht aus, um eine objektive
Naturbeschreibung vorzunehmen. Es treten folgende Probleme auf :

e Die Beobachtung kann in ihrem Ergebnis von den Sinnesorganen
abhéngen. Beispiele fiir optische Tduschungen sind die Spiraltduschung
und mehrdeutige Bilder. Die zum Beobachter gelangende Information
reicht nicht aus, um eine eindeutige Identifikation des Bildes vorzu-
nehmen Es kann beispielsweise je nach Beobachtung ein zweidimen-
sionales Muster oder aber ein dreidimensionales Bild wahrgenommen
werden.

e Elektrische und magnetische Vorgénge werden von den menschlichen
Sinnesorganen nicht - oder nur sehr unzureichend - erfasst. Daher
sind Messgeréte notig, die den Wahrnehmungsbereich iiber jenen der
menschlichen Sinnesorgane hinaus erweitern. (Nachweis von elektro-
magnetischer , UV-, Rontgen- oder v-Strahlung.) Der Nobelpreis fiir
Physik 1994 wurde z.B. fiir die Aufkldrung von Festkorperstrukturen
durch Neutronen-Streuung (Materialanalyse, etc.) vergeben.

5



1 Physikalische Gré83en und Einheiten 6

2. Verkniipfung der Begriffe zur Beschreibung von Gesetzméfligkeiten in der

Natur:

Diese Gesetzméafigkeiten werden durch mathematische Funktionen herge-
stellt (z.B. Verkniipfung von Masse, Beschleunigung und Kraft zur Grund-
gleichung der Dynamik). Zum Gliick ist die mathematische Beschreibung
der uns interessierenden grundlegenden Zusammenhénge recht einfach.
Notwendig sind:

e Grundrechenarten
e spezielle Funktionen:
— sinz
— cosx
— expr
— Inx

e Vektorrechnung: Addition/Subtraktion, sowie Skalar- und Vektor-
produkt

e Differential- und Integralrechnung

e zwei gewOhnliche Differentialgleichungen: Schwingungsgleichung und
Katastrophengleichung

Zusammenfassung:

Der Erkenntnisgewinnung liegt folgendes Vorgehen zugrunde:

1.

Aus Einzelbeobachtungen wird auf allgemeine Gesetzméfligkeiten geschlos-
sen

. Aufstellung einer Hypothese zur vorlaufigen Erklirung einer Klasse von

Beobachtungen

Hypothese wird verworfen, wenn sie im Widerspruch zur Beobachtung
steht (klassisches Beispiel: Aufklirung des Atombaus)

— Die Physik ist eine induktiv arbeitende Wissenschaft (induktiv: vom Einzel-
nen auf das Allgemeine schlieflen).

Es gilt: ,,Es gibt keine physikalische Theorie, die nicht zu experimentell iiber-
priifbaren Konsequenzen fiihrt.“

Das Experiment ist deshalb ein wesentlicher Bestandteil der Uberpriifung einer
jeden physikalischen Theorie.

Die induktive Methode wird durch eine deduktive Vorgehensweise ergénzt: Aus
giiltigen Sétzen (Beziehungen zwischen physikalischen Grofien) werden neue Er-
scheinungen /Erkenntnisse vorhergesagt und diese wieder an Hand von Experi-
menten tiberpriift.



1 Physikalische Gré83en und Einheiten 7

1.2 Groflen und Einheiten

Physikalische Grolen dienen der Naturbeschreibung durch Begriffe, die objektiv
gemessen werden konnen. Man unterteilt in skalare und vektorielle Gréflen.

Skalare Groflen:
Definition 1.1: SKALARE PHYSIKALISCHE GROSSEN
Eine skalare physikalische Grdfie ist ein Produkt aus einer Mafzahl
(Zahlenwert) und einer Finheit
Phys. Grofle = Mafzahl - Finheit

Beispiel: Zeitmessung in Sekunden

Die Einheit ist 1 Sekunde =: 1s. Als Mafizahl gibt man die Anzahl von
Einheiten (hier Sekunden) an, die zwischen zwei Zeitmarken verflossen
sind. Bezeichnet man die Mafizahl mit n, so ist die Zeit ¢ (engl. time):

t=n-s
Vektorielle Grofien:

Definition 1.2: VEKTORIELLE PHYSIKALISCHE GROSSEN

Bei einer vektoriellen Grifse muss neben Mafzahl und Einheit noch
eine Richtung angeben werden. Solche Grifien sind Vektoren.

Beispiel: Geschwindigkeit:

Man muss angeben, in welche Richtung und wie schnell man sich bewegt.

Basisgréfien und -einheiten:

Die Festlegung einer Einheit ist reine Willkiir. Eine verniinftige Wahl der Einhei-
ten erfordert jedoch, dass jedermann sie kennen und verwenden muss. Weiter
miissen die Einheiten reproduzierbar festgelegt werden kénnen. Man hat sich
1960 international auf das SI-Einheiten-System (SI : Systéme International d’
Unités) geeinigt. Es verwendet die Basisgrofien und Basiseinheiten aus der fol-
genden Tabelle.

| Basisgrofle || Basiseinheit | Symbol ’

Lénge Meter m

Zeit Sekunde s
Masse Kilogramm kg
Stoffmenge Mol mol
Temperatur Kelvin K
El Stromstérke Ampere A
Lichstérke Candela cd
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Im Folgenden werden die Definitionen der Basiseinheiten, die bereits in Kapitel
2 benotigt werden, angegeben. Die iibrigen werden spéter - wenn sie benotigt
werden - eingefiihrt.
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e Basisgrofle Zeit:

Definition 1.3: SEKUNDE

1 Sekunde (1s) ist das 9 192 631 770-fache der Schwingungsdauer,
die zum Strahlungsibergang zwischen den beiden Hyperfeinstruktur
(HFS)- Niveaus des Cs'*3-Isotops gehirt.

Die Unsicherheit in der Realisierung betriigt 10714 (d.h. ein Fehler von
einer Sekunde in 3 Millionen Jahren). Welche physikalischen Vorginge
laufen hier ab? Ein Atom (Cs) dndert seinen energetischen Zustand. Da-
bei wird elektromagnetische Strahlung einer bestimmten Frequenz aus-
gesandt. Thre Frequenz sei v. Dann ist die Schwingungsdauer T = % In
Formeln ausgedriickt:

1s=9192631 770 - T(Cs133) &~ 9,192 - 10°-fache Schwingungsdauer des
HFS-Ubergangs

Die Zeitmessung erfolgt mittels Uhren. Thnen liegen folgende Vorginge
zugrunde:

— Periodisch verlaufende Prozesse:
z.B. Schwingung eines Atoms/Molekiils, Schwingung einer Feder, Dreh-
schwingung, elektrische Schwingung, etc.

— Nach bekannten Gesetzen ablaufende Prozesse:
z.B. Kernzerfall (C4)

e Basisgrofle Linge:

1983 wurde die Lichtgeschwindigkeit ¢y im Vakuum als Naturkonstante
auf den Wert cg =299 792 458 m/s festgelegt. Damit ist die Léngeneinheit
Meter messtechnisch von der Zeitmessung abhéngig geworden.

Definition 1.4: METER

1 Meter (1m) ist jene Strecke, die das Licht im Vakuum wdhrend
des Zeitintervalls von (1/299 792 458) Sekunden zuriicklegt.

e Basisgrofle Masse:

Definition 1.5: KILOGRAMM

1 Kilogramm (1kg) ist die Masse des internationalen Kilogramm-
prototyps.

Dabei handelt es sich um einen Normkdorper aus Pt-Ir, einem Zylinder mit
39mm Hohe und 39 mm Durchmesser. Dieser wird in Paris aufbewahrt
und sollte eigentlich dieselbe Masse wie 1 dm? Wasser bei 4°C besitzen. Ur-
spriinglich wurden 42 Prototypen hergestellt (Massenunterschied < 1 mg).
Vergleichsmessungen zeigen jedoch, dass die Massenwerte mit einer Rate
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von ca. 0,5-107% kg/Jahr auseinanderlaufen. Es ist also notwendig, die SI-
Einheit der Masse auf atomare Gréflen zuriickzufiihren.

Moglichkeiten der Neudefinierung der Masseneinheit:

Man bestimmt die Anzahl der Atome in einem Normkérper (Si-Einkristall)
bekannter Abmessungen. Die Masse der Einzelatome sowie die Gitter-
abstdnde konnen genau gemessen werden. Probleme ergeben sich aller-
dings aus der unbekannten Dicke der Oxidationsschicht des Kristalls und
der Unkenntnis der Anzahl der Gitterdefekte.

Unterteilung der Einheiten:

Die Mafizahlen werden durch international vereinbarte ,,Vorsidtze“ unterteilt.
Tabelle der Abkiirzungen zur Unterteilung bzw. zu Vielfachen (Zehnerpotenzen)
der Einheiten siehe z.B. Tab. 1.3 aus dem Lehrbuch von Niedrig.

Abgeleitete physikalische Groflen:
Alle weiteren physikalischen Gréfien sind abgeleitete physikalische Grofien.

Definition 1.6: DIMENSION

Das die physikalische Grifie kennzeichnende Potenzprodukt aus Ba-
sisgroffen heif§t ihre Dimension.

Beispiel: Geschwindigkeit

Die Dimension der Geschwindigkeit ist Lénge/Zeit. Die Einheiten der abgeleite-
ten physikalischen Groflen sind aus jenen der Basisgrofen zusammengesetzt. Sie
folgen aus den sie definierenden Beziehungen zwischen den Basisgrofien. Z.B.:
Einheit der Geschwindigkeit ist 1 Meter/1 Sekunde = 1 m/s



Kapitel 2

Teilchen und
Teilchensysteme 1I:
Massenpunktmechanik

2.1 Kinematik

Wir wollen nun die Bewegung einzelner Massenpunkte (MP) behandeln.

Definition 2.1: MASSENPUNKT
Ein Massenpunkt ist ein idealisierter Korper, dessen gesamte Masse

in einem (math.) Punkt vereinigt ist.

Die Lage (der Ort) eines MP’s zu einer bestimmten Zeit ¢ kann durch einen
zeitabhéngigen Ortsvektor 7(¢) angegeben werden. Dabei kann 7(¢) durch seine
Komponenten

ausgedriickt werden.
Im Folgenden interessieren wir uns fiir die Gréfien, welche die Bewegung eines
MP’s beschreiben. Diese sind:

o der Weg 5(¢)
o die Geschwindigkeit ¥(t)

e die Beschleunigung @(t)

11
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2.1.1 Kurze Einfiihrung in die Vektorrechnung

Um ein moglichst gutes Versténdnis der in diesem Kapitel dargestellten Sachver-
halte zu gewahrleisten, sollte man die folgenden Grundlagen der Vektorrechnung
ausreichend beherrschen.

Definition 2.2: VEKTOR

Ein Vektor ldsst sich durch eine gerichtete Strecke, d.h. durch einen
Pfeil darstellen. Seine Ldnge ist durch die Maf$zahl der zugehdorigen
physikalischen Grdfie gegeben.

Vektorpfeile, die dieselbe Richtung und Lénge haben, stellen denselben Vektor
dar. Vektoren diirfen i.a. im Raum verschoben werden. Physikalisch &ndert sich
nichts.

e Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl:
Eine Multiplikation von # mit der reellen Zahl a ergibt den Vektor ar”. Die
Richtung bleibt (bis auf das Vorzeichen!) immer erhalten.

— Die Lange wird mit dem Betrag von a multipliziert.

— Zur Richtung: Ist a < 0, so kehrt sich die Pfeilrichtung um.

e Addition von Vektoren:

Vektoren addiert man durch Aneinanderreihung der Pfeile. Fiir Additi-
on und Subtraktion ergibt sich damit die in Abbildung 2.1 dargestellte

Situation.
: i
b
c

a - r
Addition: €=a+ b Subtraktion:d=a—2>5

=ats

Abbildung 2.1: Addition und Subtraktion von Vektoren

Man erhilt den Vektor -b aus b durch Multiplikation mit der Zahl a=-1.

e Linearkombination von Vektoren:

Sind die Groflen 7, ..., 7, Vektoren und aq, ...., a, reelle Zahlen, so ist die
Linearkombination a171 + as7s + ... + a, 7, wieder ein Vektor.

e Zerlegung von Vektoren in Komponenten:
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Wir geben Achsenrichtungen &, ¢ und 2z vor. Wir beschrénken uns zunéchst
auf eine Ebene, in der & und ¥ liegen. Normalerweise haben wir es mit
kartesischen Koordinaten zu tun.

Definition 2.3: KARTESISCHES KOORDINATENSYSTEM

Bei einem kartesischen Koordinaten-System stehen die 3 Achsen-
richtungen T, i und Z’ senkrecht zueinander.

Es stellt sich nun die Frage, wie wir 7(¢) in seine Komponenten in Richtung
von # und ¥ zerlegen konnen. (siehe schiefer Wurf Seite 18) Wir fiithren
Basisvektoren ein:

— &, hat Richtung von &

— &, hat Richtung von ¢

Beide Vektoren haben die Linge (den Betrag) 1. Es gilt dann offenbar:

. R R x
r:x.em+y.ey: (y)

In Worten heifit dies, x bzw. y gibt an, mit welcher dimensionsbehafteten
Zahl der Basisvektor &, bzw. &, zu multiplizieren ist, damit der Vektor

7 aufgespannt wird. Der Satz von Pythagoras liefert die Lénge |7(t)| von
7(t):

7O = Ve +

Wir wollen nun die zuvor eingefiihrten Begriffe fiir den 3-dimensionalen Fall ver-
allgemeinern. Die Zusammensetzung erfolgt als Linearkombination der 3 Vek-
toren &, &,, &, langs der 3 Koordinatenrichtungen z, y und z.

Beispiel: Geschwindigkeit

Léngs der z-Achse brauchen wir v,-€,, langs der y-Achse v, -&, und langs der
z-Achse v,-é3. Daher ergibt sich:

U(t) =vg - €z +vy - €y + v, €,

Fiir den Betrag |0(t)| gilt daher:

0] = y/vZ + v + 02

In der Kurzschreibweise bei der sich die Komponenten v,, v, und v, auf die
Achsen z, y und z eines vorgegebenen Koordinatensystems beziehen, lautet der
Geschwindigkeitsvektor:
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Definition 2.4: KOMPONENTENDARSTELLUNG

Die Darstellung U(t) = vy, - €5 + ... heifit Komponentendarstellung

von U(t).
Bei vorgegebener Beschleunigung @(t) erhiilt man durch komponentenweise In-
tegration die Geschwindigkeit ¥(t). Es gilt fiir den Zusammenhang zwischen
Beschleunigung und Geschwindigkeit in der Komponente i (i = z,y, 2):

a‘_dvi
Cdt

Durch Integration erhilt man beispielsweise fiir die z-Komponente

t
va(t) = vt = 0) + / au(#)dt!
0
Der Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Weg lautet fiir jede Kom-
ponente :

_ s
Cdt

Vg

Analog ergibt sich durch Integration der Weg in dieser Kmponente zu

5i(t) = si(t = 0) +/O v (t)dt’

e Definition und Eigenschaften des Skalarproduktes:

Wir wollen nun den Begriff des Skalarproduktes diskutieren. Es erlangt
wesentliche Bedeutung bei der Definition und der Berechnung vieler phy-
sikalischen Groflen, z.B. Arbeit, Spannung, ...

Definition 2.5: SKALARPRODUKT

Das Skalarprodukt zweier Vektoren a und b ist definiert als

- -

dl - |b| - cos(d,b)

QL
Sl
Il

Wie der Name schon andeutet, ist das Ergebnis des Skalarproduktes ein
Skalar, also eine Zahl und kein Vektor. In dieser und auch anderer Hinsicht
unterscheidet es sich wesentlich vom spéter eingefiihrten Vektorprodukt.

— Rechenregeln:

—

xd-b=b-a

x G- b= 0, wenn @ L b d.h. das Skalarprodukt zweier zueinan-
der sekrechter Vektoren ist Null. Diese Vektoren werden auch
orthogonale Vektoren genannt.
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Komponenten-Schreibweise: Es seien die Vektoren @ und b bzgl.
eines Koordinatensystems mit den Basisvektoren é,,é, und é, gege-
ben:

Gy . by
a= Qy bzw. b= by
Q. bz

Die Basisvektoren (Einheitsvektoren) stehen paarweise zueinander
normal, d.h. é;-é; =1 (i = z,y,2) und

Verwendet man nun die oben néher beschriebenen Vektoren @ und g,
so ergibt sich fiir das Skalarprodukt:

6-5:a$-bx+ay~by+az-bz

e Definition und Eigenschaften des Vektorproduktes:

Gegeben seien zwei Vektoren a@, b.

Definition 2.6: VEKTORPRODUKT

Das

Das Vektorprodukt der beiden Vektoren a und b wird geschrieben als
a x b. Der Vektor € ist das Ergebnis dieses Vektorproduktes:

C=dxb

Der Betrag des so festgelegten Vektors ist

-,

@ = |l - [5] - sin(@ )

d.h. gleich der Fliche des durch @ und b definierten Parallelogramms.

Die Richtung von ¢ ist senkrecht zu der von @ und b aufgespannten
Ebene. Pfeilrichtung ist die Daumenrichtung, wenn die Finger der
rechten Hand den kiirzesten Weg von @ nach b (im Gegenuhrzeiger-
sinn) zeigen.

Vektorprodukt hat folgende Eigenschaften:

Q
ISTRER S

=-bxdad

X
X 0
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— (ad@) xb=a-(@xb)=ax (ab)
— Seien @ und b wieder wie beim Skalarprodukt in kartesischen Ko-

ordinaten gegeben. Dann gilt fiir den Vektor ¢ in der abgekiirzten
Komponentenschreibweise:

ayb, — bya,
c= aby — bay
azby — bray
2.1.2 Geradlinige Bewegung

In der (x,y)-Ebene sieht die Bewegung, gekennzeichnet durch Weg § des Mas-
senpunktes und seine Geschwindigkeit ¢/, aus wie in Abbildung 2.2 dargestellt.

y A

a3k

|

Abbildung 2.2: Skizze zur Verdeutlichung der geradlinigen Bewegung

Die mittlere Geschwindigkeit ¥, zwischen dem Zeitpunkt ¢y und ¢ ist mit At =
t — to definiert als:

. AT
U = —
AL
Die momentane Geschwindigkeit ©(tg) ist definiert durch:
A5 d5 ., dF

St — lim 2 _ 98 ar

o) = Iy 5 = @ dt
0(t) heifit ,Ableitung des Ortes nach der Zeit“. Laut Abbildung 2.2 ergibt sich,
wenn der Ort zur Zeit tg gerade 8o war, der Ort s(t) zu einem spiéiteren Zeitpunkt
t durch Integration.
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t
§=f+ Y AF
t=tg
t
— 5 +/ wdt
to

Ist z.B. ¢ konstant im Zeitintervall (o, t), so ergibt sich

8(t) = 5o + U(t — to)

Andert sich im Zeitintervall At = (t — to) die Geschwindigkeit, so ist die mo-
mentane Beschleunigung d(t) gegeben durch

AG di . %

. . . - d°F
a —1 = =V = = § =

(1) = Jim = =2 pre az "

a kann positiv oder negativ gerichtet sein:

e Ist a > 0, so liegt eine Beschleunigung vor.

e Ist a < 0, so wird die Bewegung des Massenpunktes verzégert (Bremsen).

Die SI-Einheit der Beschleunigung @(#) ist offenbar 1ms~2. Bei gegebener Be-
schleunigung @ erhélt man ¥(t) nach Integration zu :

o(t) = v(to) + / a(t')dt'

to

Fiir eine geradlinige Bewegung ist eigentlich eine skalare Beschreibung ausrei-
chend. In Vektorschreibweise sind alle Definitionen auch fiir eine krummlinige
Bewegung giiltig. Dann sind i.a. ¥ und @ nicht mehr parallel zueinander .
Beispiele und Anwendungen

Zur Vertiefung betrachten wir gleichméBig beschleunigte Bewegungen, d.h. @ ist
nach Betrag und Richtung im Schwerefeld der Erde konstant.

o Freier Fall (senkrechter Wurf):

Jeder Massenpunkt unterliegt der Erdbeschleunigung g, wobei || ~ 9.81 ms 2.
Dann ergibt sich die Fallgeschwindigkeit /(¢) zu:

Tt)=to+g-t

Dabei ist Uy die Fallgeschwindigkeit zur Zeit t = 0. Fiir die Fallh6he ergibt
sich, wenn h =0 fiir t =0:

1
h = vot + §gt2
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&
=it
\

4

Abbildung 2.3: Skizze zur krummlinigen Bewegung

e Schiefer Wurf:

Die Bahnkurve #(t) ldsst sich berechnen als Zusammensetzung von zwei
geradlinigen Bewegungen in x- bzw. y-Richtung:

1. Gleichférmige Bewegung in x-Richtung mit der Geschwindigkeit vgcosa.

2. Freier Fall in z-Richtung mit der Anfangsgeschwindigkeit vgsina.

Damit folgt fiir die Koordinaten des Massenpunktes x(t) und z(t):

]
8
—

~
=

Vg - COS v x(t) =wvg - t-cosa
v.(t) = wvo-sina—g-t Z(t) = v - t-sina — 4t?

Die Bahnkurve z(x) ergibt sich nach Elimination von t zu:

g 2

=zt -7 .
2= tan(a) 203 cos? () .

Die Wurfparabel ist in Abbildung 2.4 skizziert.
Die Wurfweite folgt aus der Lage des zweiten Schnittpunktes mit der x-
Achse:

5 sin(2a)
TWurfweite = Vg *

Die maximale Wurfweite X4, ergibt sich fiir sin(2a) =1, d.h. a=45°, zu

Q‘ocm
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z M

Abbildung 2.4: Schiefer Wurf

Beachte!

Bei allen bisher gemachten Uberlegungen wurde die Luftreibung ver-
nachlissigt.
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2.1.3 Kreisbewegung

Um die Bewegung eines MP auf einer Kreisbahn beschreiben zu kénnen, benttigt
man folgende Grofien:

e Drehwinkel «a(t)

e Zeit t

Winkelgeschwindigkeit ()

Winkelbeschleunigung a(t)

Bahngeschwindigkeit o(t)
e Beschleunigung a(t)

Der Drehwinkel «(t) kann in Grad (*) angegeben werden. Wir arbeiten im Fol-
genden mit dem Winkel ¢ im Bogenmaf.

Definition 2.7: BOGENMASS

Der Winkel im Bogenmaf$ (siehe Abbildung 2.5) ist definiert als die
Linge des von den Winkelschenkeln eingeschlossenen Kreisbogens
eines Finheitskreises (Kreis mit Radius 1). Es gilt:

b Linge des Kreisbogens, den der Winkel @ herausschneidet
v ro Radius des gewdhlten Kreises

H
Ml

=y

5 %)

@
’
G - -

Abbildung 2.5: Kreisbewegung und Einheitskreis

In der folgenden Tabelle sind einige wichtigen Entsprechungen zusammenge-
stellt.

| Bogenmaf} in rad | Winkel in ° |

2 360
- 180
T 90
1 57,6

0,01745 1
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Der Wert Eins im Bogenmaf} erhiilt meist die Einheit Radiant (rad), obwohl es
eine dimensionslose Gréfie ist. Der Winkel ¢ in rad wird wie folgt aus jenem in
Grad («) erhalten:

2T

d = == .
¢ [rad] 360

al]
Definition 2.8: BETRAG DER WINKELGESCHWINDIGKEIT
Der Betrag der Winkelgeschwindigkeit w(t) ist definiert als
Ap dy
)= 1 = _ T _
wit) A%IEO At dt 14
Definition 2.9: BETRAG DER WINKELBESCHLEUNIGUNG

Der Betrag der Winkelbeschleunigung o(t) ist definiert als

() = li Aw dw .
A=A T a YT
Im wichtigen Fall der gleichférmigen Kreisbewegung gilt w = konstant und daher

mit ¢(tg) = wo:

@(t) = o +w(t —to)

Definition 2.10: RICHTUNG DER WINKELGESCHWINDIGKEIT

Um die Drehrichtung angeben zu kénnen definiert man den Vektor
der Winkelgeschwindigkeit J(t), der den Betrag von |w| = fl—f hat,
und dessen Richtung senkrecht auf die Bahnebene steht.

Abbildung 2.6: Skizze zur Kreisbewegung
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Rechte-Hand-Regel

Der Daumen weist in Richtung von J, wenn die Finger in Drehrich-
tung zeigen (siche Abbildung 2.6.)

Den Betrag der Bahngeschwindigkeit |0(t)| erhélt man analog der geradlinigen
Bewegung, wobei an die Stelle des geraden Wegstiickes s nun der durchlaufene
Bogen b tritt:

db
s = @
700 = %
Wegen ¢ = @, d.h. ¢ ist der Bogen im Einheitskreis, ergibt sich aus der

Gleichung
dp db 1 |U(t)]

dt — dt r T

= w

der wichtige Zusammenhang zwischen der Winkel- und der Bahngeschwindig-
keit:
w=" (2.1)

r

Der Betrag der Winkelgeschwindigkeit ist also gleich dem Betrag der Bahnge-
schwindigkeit auf dem Einheitskreis. Allerdings sind die Richtung und auch die
Einheit beider Grolen verschieden. Dies driickt sich in der vektoriellen Formu-
lierung der Gleichung 2.1 aus. Mit Hilfe von & erhalten wir fiir ¥(¢) durch das
Vektorprodukt aus & und 7

Bahngeschwindigkeit

B(t) = & x 7 (2.2)

Korrekterweise ergibt sich, dass v senkrecht auf 7 und & steht.
Die Beschleunigung a@(t), die der Massepunkt auf seiner Kreisbahn erféhrt, er-

halten wir aus a(t) = Z—f zu
" d[&d x 7]
)= ———
a(t) 7
In dem Spezialfall der gleichférmigen Kreisbewegung, d.h. & ist konstant, ergibt
sich wegen ‘fl—‘: =0:
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=1
—
=
\ 1
€ & &
X X X
<y
25

Dies bedeutet, dass @ parallel zu -7 steht, also radial nach innen gerichtet ist.
Definition 2.11: ZENTRIPETALBESCHLEUNIGUNG

Die Zentripetalbeschleunigung ist der radial nach innen gerichtete
Anteil an der Gesamtbeschleunigung a.

Im Spezialfall der gleichférmigen Kreishewegung sind Zentripetalbeschleunigung
und Gesamtbeschleunigung identisch. Ferner folgt fiir |a:

Polarkoordinaten

Wir wollen nun die Bahnkurve, -geschwindigkeit und -beschleunigung in Polar-
koordinaten berechnen. Es sei w konstant.

e Bahnkurve

z(t) = r-cos(wt)
y(t) = r-sin(wt)
e Betrag von ¢
z(t) = Vg = —wr - sin(wt)

yt) = vy = wr - cos(wt)
] = Jv2+02 = w-r-(sin®(wt) + cos?(wt))
o - w-r
e Betrag von @
P o= ay = —w? 7 cos(wt)
i = ay = —w? 7 sin(wt)
la] = ,/a2+a2 = w?r

x Yy
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2.2 Dynamik

2.2.1 Kraft und Impuls

Wir betrachten im Folgenden die Dynamik von Massenpunkten, d.h. die Folge
einer beliebigen Kraft auf ihre Bewegung. Auf die spezielle Natur der Kréfte
wird erst spéter eingegangen. Als Grundlage fiir die Behandlung der Dynamik
von Massenpunkten betrachtet man die drei Newton’schen Axiome.

1. Newton‘sches Axiom (Trigheitsgesetz)

FEin Massenpunkt der Masse m verharrt im Zustand der Ruhe oder
der gleichférmigen Bewegung, solange keine duferen Krdifte auf ihn
einwirken.

—

v = konstant, wenn F =0 (2.3)

2. Newton’sches Axiom (Grundgleichung der Dynamik)

Jede Anderung des Bewegungszustandes setzt die Einwirkung einer
Kraft F voraus. Das Maf fiir die Grifle und Richtung der Kraft ist
die erzielte Beschleunigung d des Korpers.

Das Axiom findet seinen Niederschlag in der bekannten Formulierung der Tragheits-
kraft, Gleichung (2.4).

e Die Beschleuniggng a gibt die Richtung von F an, d.h. @ ist zu der Rich-
tung der Kraft F' parallel.

e |@| ist zu |F| proportional.

e Das Verhiltnis von wirkender Kraft |F| und erzielter Beschleunigung |dl,
also %, ist eine Eigenschaft allein des Korpers. Diese charakterisiert seine

Trégheit.

Definition 2.12: MASSE
Das Verhdltnis % heifst Masse m des Korpers
Es gilt der duflerst wichtige Zusammenhang fiir die Tragheitskraft:
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Grundgleichung der Dynamik/Trigheitskraft

dv

F=m-a=m-—
dt

(2.4)

Wenn sich wihrend der Bewegung die Masse m dndert, d.h. m(7), so lautet

stattdessen die allgemeine Formulierung:

d(m-v0) dp
a  dt

F = (2.5)

Definition 2.13: IMPULS

Der Vektor p=m - ¥ heifst Impuls des Korpers.
Seine SI-Einheit ist 1kg-m-s~".
Es gilt Aufgrund des 1. Newtonschen Axioms offenbar:

p = konstant solange F=0

Es stellt sich nun die Frage, was man sich unter der Masse eines Korpers an-
schaulich vorstellen kann. Die Masse m ist einfach die in dem Korper enthaltene
Materiemenge.

Kraft als physikalische Gréfie

Die Kraft ist eine abgeleitete vektorielle Grofe. IThre SI-Einheit ist 1kg- m- s~2
= 1Newton (1N).

Ein interessanter Fall ist die Uberlagerung von Kriiften. Greifen mehrere Krifte
F; an einem Punkt P des Kérpers an (Abbildung 2.7), so addieren sie sich
vektoriell:

Abbildung 2.7: Uberlagerung von Kriiften
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Beispiel: GEWICHTSKRAFT

Fast alle Kriafte, mit denen wir experimentieren, sind von der Gewichtskraft ﬁg
eines Korpers im Schwerefeld der Erde abgeleitet. Kann ein Korper der Kraft
Fe folgen, so ruft sie die Beschleunigung @ = ¢ hervor, wobei § die Richtung
zum Erdmittelpunkt hat. (Kann der Kérper der Gewichtskraft nicht folgen, so
wird er bis zur Kompensation deformiert.) Die Gewichtskraft ist also, mit |g] &
9.81 ms~2:

Fo=m-g

Es wirft sich die Frage auf, wie Kréfte iiberhaupt gemessen werden. Eine Mo6glich-
keit ist das sogenannte Federdynamometer. Dabei wird eine Feder gedehnt; die
Dehnung § (Auslenkung) ist i.a. in guter N#herung der dehnenden Kraft F
proportional. Es gilt fiir die riicktreibende Kraft das

Hooke’sches Gesetz

Fp=-D-§ (2.6)

Die Proportionalitéitskonstante D wird Federkonstante genannt.

3.Newton’sches Axiom (Reaktionsgesetz)
Ubt ein Korper 1 auf einen Kérper 2 eine Kraft ﬁlg aus, so reagiert

Kdarper 2 mit einer Gegenkraft Fyy. Sie ist betragsmdjig gleich grofs
wie Fyo, aber entgegengesetzt gerichtet. D.h.:

Foy = —Fps (2.7)

Dabei ist es wichtig zu beachten, dass die Angriffspunkte der beiden
Krdfte in verschiedenen Korpern liegen.

Aquivalenzprinzip

Man kénnte auf die Idee kommen, dass im Ausdruck F; = mg - g eine ,, schwere
Masse“ mg fiir die Schwerkraft verantwortlich ist, wihrend im 2. Newton’schen
Axiom m F = my - @ eine ,trage Masse* m; aufritt. Es gilt aber das
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Aquivalenzprinzip

Schwere und trdge Masse sind im Rahmen der bisher erreichten
Messgenauigkeit identisch.

ms = My

Ausblicke in die moderne Physik
Die Masse eines Korpers ist nicht immer eine Konstante.
1. Es gibt Prozesse, bei denen ein Massendefekt Am auftritt.
(a)
H'+n — H?

myg+m, = mp+Am
wobei
H' = Wasserstoffatom
n = Neutron
H? = Deuterium

Das Deuteriumaton ist leichter als die Summe von H! und Neutron.

(b) Uran (U) zerféllt in zwei Kerne K; und Ks. Die Summe der Massen
der Tochterkerne ist geringer als die Masse des Mutterkerns.

Was passiert mit der freigesetzten Masse Am? Nach Einstein sind Energie
und Masse dquivalent. Die Masse Am entspricht der Energie

AE =Am -

2. Die Masse kann von der Geschwindigkeit des Korpers abhéngen. Mit
grofer werdender Geschwindigkeit nimmt die Masse zu:

mg = Ruhemasse bei v=0

Bei kleinen Geschwindigkeiten (% < 1) kann ’C’—j vernachlassigt werden,

und m(v) & my.
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2.2.2 Drehmoment und Drehimpuls

Bei einer geradlinigen gleichférmigen Bewegung eines Massenpunktes bleibt sein
Impuls p'= mv erhalten. Wie sieht die Situation nun aber aus, wenn der Mas-
senpunkt sich mit konstanter Bahngeschwindigkeit |0] auf einem Kreis bewegt?
Wir stellen fest, dass der Massenpunkt durch eine Kraft F , deren Wirkungslinie
nicht durch den Kreismittelpunkt geht, in Drehung versetzt werden kann. Eine
fiir die Beschreibung der Wirkung dieser Kraft geeignete Grofe ist der Vektor
M. Es gilt mit 7 als Ortsvektor:

M=7xF
Definition 2.14: DREHMOMENT

Der Vektor M (oder englisch T fiir ,torque®) heifit Drehmoment.
M=#xF

Die SI-Einheit ist 1 Nm.
Fiir |[M| = M gilt nach Definition des Vektorproduktes:
M = r-F~sin(F7ﬁ)

Es gilt wieder eine

Rechte-Hand-Regel

Wenn die Finger der rechten Hand in Drehrichtung zeigen, dann
gibt der Daumen die Richtung von M an.

Fiir eine Drehbewegung (Rotation) iibernimmt das Drehmoment M die Rolle
der Kraft F bei einer geradlinigen Bewegung, d.h. F « M. Es ist aber noch
offen, welche physikalische Grole die Rolle des Impulses p ibernimmt. Dieses
ist der Drehimpuls.

Definition 2.15: DREHIMPULS

Der (Bahn-)Drehimpuls L ist definiert durch den Ausdruck:
L=Fxp

Der Drehimpuls L hat die Richtung des Daumens der rechten Hand,
wenn die Finger die Drehrichtung anzeigen, mit welcher p auf dem
kiirzest moglichen Wege mit einer Rechtsschraube in die Richtung
von T gebracht wird.
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Der Betrag ergibt sich geméfl der Definition des Vektorproduktes zu:
\I_;| =L=r-p-sin(7,p)
Fiir den Spezialfall der Kreisbahn gilt 7 L " und damit
L=r-m-v

Mit v = w - r kann diese Gleichung umgeschrieben werde zu

L=m-w-r?

oder vektoriell, da & die Richtung von L hat
L=m-1 &

Zeitliche Anderung von L

Wir untersuchen jetzt die zeitliche Anderung des Drehimpulses. Es gilt:

dL _ d
o = gl X = [dtrxﬁ]ﬂ?“x*ﬁ]
Beriicksichtigt man ‘;—f = ¢ und [V x U] = 0 sowie ‘;—f = F, so erhiilt man die

Grundgleichung der Dynamik fiir Drehbewegungen

— =FxF=M (2.8)

In Worten: Die zeitliche Anderung des Drehimpulses, 4 dt , wird durch ein Dreh-
moment M bewirkt. Zum Vergleich: Bei einer Translation wird die Anderung des
linearen Impulses durch eine Kraft F hervorgerufen. Also gilt die Entsprechung
D L. Insbesondere gilt der

Drehimpulserhaltungssatz

Wenn an einem Massepunkt kein Drehmoment M angreift, so bleibt
der Drehimpuls L nach Betrag und Richtung erhalten.
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2.2.3 Arbeit und Energie

Wir wollen nun die physikalischen Grofle Arbeit einfithren. Wir stellen fest, dass
sich bei einem Flaschenzug die Gleichgewichtskraft Fig auf n = 4 Teilstiicke des
Seiles verteilt (siehe Abbildung 2.8).

q:-lgj‘

glrﬁg = mj
Abbildung 2.8: Flaschenzug

Zur Herstellung des Gleichgewichtes muss man nur F); kompensieren. Es gilt:

Fy= iFG

da sich die Kréfte an den iibrigen Seilstiicken kompensieren. Der Sinn des Fla-
schenzuges ist es aber, das Gewicht anzuheben, z.B. um h;. Dazu miissen alle
Seilstiicke um h; verkiirzt werden. Folglich muss das Seil um hy = 4 - hy heraus-
gezogen werden.

Hitten wir die Last direkt mittels einer Rolle angehoben, hétten wir das Seil
um ho = hi herausziehen miissen; aber die notwendige Kraft wire Fg gewesen.
Der Flaschenzug ,spart“ also Kraft ein. Es gilt im vorliegenden Falle:

Kraft - Weg = konstant

Wir kommen nun zur vorldufigen Definition der physikalischen Gréfle Arbeit:

Definition 2.16: ARBEIT
Das Produkt aus zuriickgelegtem Weg und lings des Weges herr-
schender Kraft heifst Arbeit W.

Beispiel: Hubarbeit
Beim Anheben einer Last gegen die Gewichtskraft wird die Hubarbeit verrichtet:
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W=Fg-h=m-g-h

Um Kraft zu sparen, setzen wir die schiefe Ebene ein (siehe Abbildung 2.9).

Abbildung 2.9: Schiefe Ebene

Die Komponente der zu iiberwindenden Gewichtskraft ist die Hangabtriebskraft
Fy = Fgsin(p), denn die Normalkraft Fiy = Fg cos(p) wird durch die Reakti-
onskraft der Unterlage kompensiert. Der zuriickzulegende Weg s, um die Last
um h anzuheben ist:

o h
o sin(ep)
Die Arbeit W ist dann wieder
W = Fg - sin(p) h _ m h
ST ) T

Die Arbeit ist also unabhingig vom Neigungswinkel ¢. Wir stellen weiterhin
fest, dass die Arbeit in diesen Spezialfillen offenbar unabhéngig vom Weg ist.
Es gilt im allgemeinen Fall:

e Die Arbeit ist ein Skalar.

e Nur die Komponente von F , die in Bewegungsrichtung zeigt, kann Arbeit
verrichten.

Wir fithren nun die physikalische Groéfle der Energie ein. Es stellt sich ndmlich
die Frage, was mit einem Korper, an dem Arbeit verrichtet wird, passiert.
Beispielsweise hat eine um h angehobene Last ihrerseits die Fahigkeit, Arbeit
zu verrichten, z.B. eine angehobene Wassermasse ein Wasserrad anzutreiben.
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Definition 2.17: ENERGIE

Jede an einem Kérper verrichtete Arbeit vergrifiert dessen Energie

und versetzt ithn in die Lage, seinerseits Arbeit zu verrichten. Unter

der Energie versteht man also die Fihigkeit eines Kdrpers, Arbeit zu

verrichten.
Andere Formulierungen bezeichnen die Energie als Arbeitsvermogen, Arbeits-
vorrat oder gespeicherte Arbeit. Die Arbeit, die verrichtet werden kann, ist dann
hochstens gerade so grof3 wie jene, die an dem Korper selbst verrichtet wurde.
Meistens ist sie kleiner, denn Energie kann auch in Warme umgesetzt werden.
Die SI-Einheit der Arbeit bzw. der Energie ist 1 Nm = 1kg- m?/s? = 1 Joule =
1J. 1J stimmt mit der elektrischen Energieeinheit tiberein, d.h. 1J =: 1 Watt-
sekunde = 1 W- s.
Hinweis: Diese Beziechung vermittelt den Zusammenhang zwischen mechanischen
und elektrischen Einheiten im SI-System.
Wir wollen nun der Begriff der Arbeit verallgemeinern, denn es ist ungekléirt,
was passiert, wenn F (s) von s abhingt. Wir betrachten das Arbeitsdiagramm
»F(s) gegen s* fiir den Fall der Hubarbeit. Dabei finde zunichst eine geradlinige
Bewegung statt und die Kraft wirke in Richtung der Bewegung.

AF(s)

ol B @y &5

Abbildung 2.10: Arbeitsdiagramm (,F(s) gegen s*)

Die gesamte Arbeit, die notig ist, um den Kérper von s = 0 nach sg unter dem
Einfluss der Kraft F(s) zu bewegen, erhalten wir aus:

W:FO'SO

Offenbar ldsst sich diese Gesamtarbeit verrichten, indem man den Kérper schub-
weise um Intervalle As verschiebt, jedesmal die nétige Arbeit

ausrechnet und iiber alle Beitrage aufsummiert:

N N
W= Y AW, =F ) As
i=1 =1
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= Ipy-s0

Mit dieser Uberleggng lésst sich die Arbeit fiir den allgemeinen Fall einer nicht—
konstanten Kraft F'(s) berechnen. Es ist

W= F(si)As;

ASi

fiir geniigend kleine Intervalle As;, so dass sich W bei weiterer Verkleinerung
von As praktisch nicht mehr dndert. Die mathematisch korrekte Formulierung
fiir die Arbeit lautet somit:

S0
— 1 )-Asi= | F
w A;iniogF(Sl) As; /0 (s)ds

Anschaulich stellt das bestimmte Integral foso F(s)ds die Fléche unter der Funk-
tion F(s) zwischen s = 0 und sq dar.

Es taucht nun aber das Problem auf, was passiert, wenn F(s) nicht immer in
Richtung von § wirkt (siche Abbildung 2.11).

= (5 )

Abbildung 2.11: Gekriimmte Bahnkurven 7(t)

Man findet als allgemeine Formulierung der Arbeit:
W =" |F(s;)] cos(F, A;)|A5]
ASi

Diese Formulierung kann nun fiir beliebige, gekriimmte Bahnkurven 7(t) ver-
wendet werden, wobei As; der Vektor der Liange As; und der Richtung der
Tangente an die Bahnkurve ist.

Zum Begriff des Linienintegrals:

Die obige Formulierung gilt noch fiir endlich lange Vektoren As;. Wir wollen
nun zu einer infinitesimalen Formulierung tibergehen:
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A1511_1110 Az: |F'(s:)] cos(F(s;), AS;)|AS;]

lim > F(s;) - A5
ASi

As;—0

= F(3)-ds
(s)

Definition 2.18: LINIENINTEGRAL

Als Linienintegral (Wegintegral) bezeichnen wir den Ausdruck:

/ F(3)-d3
(s)

Im allgemeinen Fall kann in einem Linienintegral auch eine andere verktorielle
GroBe anstelle von F stehen. Ein spéter verwendetes Linienintegral ist |, (5) E -ds,
d.h. ein Linienintegral iiber das elektrische Feld von z.B. einer Ladung. Eine
exaktere Formulierung findet sich bei Groimann (Bibliothek).

Erscheinungsformen der mechanischen Energie

e Lageenergie und Hubarbeit:
Durch Verrichten der Hubarbeit

W =mgh=Fg-h

im Schwerefeld wird die Masse m um die Hohe h angehoben. Sie besitzt
dann die Lageenergie W, = m - g - h und kann selbst eine entsprechend
grofie Arbeit verrichten (z.B.: Wasserrad antreiben).

e Spannungsenergie und Verformungsarbeit:

Wir stellen fest: Um eine Feder gegen die riicktreibende Federkraft F' =
D-x zu verformen, d.h. dehnen oder stauchen, muss man die Verformungs-
arbeit

W = /Oxo F(z)dax

verrichten. Dabei ist x¢ die Lingendnderung der Felder bei der Verfor-
mung. Die Auswertung des Integrals ergibt:

Zo Zo 1
W:/ F(z)dx:/ D - xdr = [§Dx2]go =W = _-Da?
0 0
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Der in der gespannten Feder steckende Arbeitsvorrat liegt in Form von
Spannungsenergie vor.

Definition 2.19: POTENTIELLE ENERGIE

Die Lage— und Spannungsenergie sind in einem ruhenden Korper
gespeichert und laufen unter dem Oberbegriff potentielle Energie.

Feststellung:

Wenn Arbeit an einem Korper verrichtet wird, so d&ndert sich seine poten-
tielle Energie. Wesentlich ist die Anderung, nicht der Absolutwert!
Beschleunigungsarbeit und kinetische Energie

Zum Beschleunigen eines Korpers muss Arbeit gegen seine Trégheit verrichtet
werden. Sie ist dann als Bewegungsenergie (kinetische Energie) Wy, vorhanden.
Wir berechnen die Beschleunigungsarbeit

50
W:/ F.ds
0

fiir die Beschleunigung eines Massepunktes der Masse m lings des Weges s = 0
bis sg. Fiir die Kraft gilt:

- dv
F=m-d=m —
m-d=m-—

Setzt man diese nun ein, so erhélt man:

S0
W = / m-d-ds
0
0

s dv
= m-— -d§
to dv
m - — - Udt
=0 dt
U
0
m —
- (50

Als kinetische Energie ergibt sich somit fiir die Beschleunigung von V = 0 auf
Vo:

1

Dabei ist vy die Geschwindigkeit, die bei §y zur Zeit ¢y erreicht wird.
Allgemein muss bei der Beschleunigung von vy auf ¢, die Arbeit
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verrichtet werden.

Kinetische oder Bewegungsenergie:

Die zur Beschleunigungsarbeit gleich grofie kinetische Energie

1
—
Whin = = - mjg

[\V]

steht nach der Beschleunigung von v = 0 auf v = vy zur Verfiigung.

Aquivalenz von Energie und Masse

Eine wichtige Beziehung zwischen Energie und Masse ergibt sich aus der Ge-

schwindigkeitsabhéingigkeit der Masse, m(v), nach:

mo
2
Vi

Multipliziert man auf beiden Seiten mit c?

m(v) =

2
v
1-=

v

und entwickelt die Wurzel unter der Annahme, dass 2

dung von

allgemein

erhilt man

2 2

~ 1+ —

me® & moc”(1 + 2c2)
1

mc? = m002 + §mov2

< 1 ist, unter Verwen-

(2.9)

Der zweite Summand stellt offensichtlich die kinetische Energie der Masse mg
dar. Auch der erste Summand muss die Form einer Energie haben. Aus Glei-

chung (2.9) lésst sich folgendes schlielen:
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1. E=mc? ist die relativistische Gesamtenergie des Teilchens mit der Ruhe-
masse 1mg.

2. Ein unbewegtes Teilchen (v =0) der Masse mg hat die Energie E =mqc?

(Ruheenergie).
3. Jeder Energie E kann eine Masse m = c% zugeordnet werden und umge-
kehrt.

4. Die Tragheit ist eine wesentliche Eigenschaft der Masse. Demnach besitzt
auch jede Energie diese Eigenschaft.

Kraft als Gradient der potentiellen Energie

Die potentielle Energie kann als V(x,y,z) geschrieben werden. Gesucht sei nun
die Kraft F , welche benétigt wird, um einem Korper die potentielle Energie
V(x,y,z) zuzufiihren. Die Komponenten dieser Kraft lings der drei Raumrichtun-
gen knnen berechnet werden, indem man die Anderung der potentiellen Energie
betrachtet. Z.B. in x-Richtung:

AVy =V(z,y,2) = V(z + Az,y,z)
Dieser Anderung entspricht die geleistete Arbeit
AW = —-AV = F, - Ax

Betrachtet man den Grenziibergang von Az — 0, so erhélt man:
AV oV (z,y, z)

Avmo Ax Ox
Die partielle Ableitung des Potentials V nach x im Punkt (x,y,z) liefert — F .
Definition 2.20: PARTIELLE ABLEITUNG

Bei der partiellen Ableitung werden beim Differenzieren alle anderen
Variablen konstant gehalten.

Man kann also die Kraft F = (F; F,; F,) umschreiben zu:

- ov. oV oV
F = (7%77@775)
ov_ oV oV

= Gttt %)

Man schreibt dann:
F=—gradV(z,y,2) (2.10)
Definition 2.21: GRADIENT

Der Vektor (%—‘;; %—‘;; %—‘Z/) heift Gradient der Funktion V. Das Symbol

fiir den Gradienten ist grad oder V (sprich: Nabla).



2 Teilchen und Teilchensysteme I: Massenpunktmechanik 38

Leistung:

Oft kommt es darauf an, wieviel Zeit zum Verrichten einer bestimmten Arbeit
benétigt wird.

Definition 2.22: LEISTUNG
Die Leistung P ist definiert als

daw
P=-u

Die SI-Einheit der Leistung ist 1 Js~' = 1 % =1Watt =1W.

2.2.4 Einfiihrung in die Energieerhaltung

Arbeit kann als Energie gespeichert werden. Diese kann wieder dazu verwendet
werden, Arbeit zu verrichten. Wichtig ist, dass Energie nie verloren geht, sondern
nur in eine andere Form iiberfiihrt wird. Z.B.

e chemische Energie in Bewegungsenergie
e Bewegungsenergie in Verformungsenergie

e clektrische Energie in Bewegungsenergie

und auch immer in die andere Richtung.

Spiiter (Kapitel 6) werden wir sehen, dass auch Wirme, die bei solchen Trans-
formationen entsteht, ebenfalls eine Energieform darstellt.

Um den Energiesatz der Mechanik zu erhalten, untersuchen wir nun einen Spe-
zialfall: Die wechselseitige Umsetzung von kinetischer und potentieller Energie
am Beispiel eines schwingenden Fadenpendels.

Abbildung 2.12: Skizze zum Fadenpendel
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Beim ersten Auslenken aus der Ruhelage wird die Masse gegen die Schwerkraft
angehoben. Dabei wird Hubarbeit verrichtet. Die Energie ist in Form von po-
tentieller Energie (Lageenergie) gespeichert.

Wyot =m - g - h(a)

Nach dem Loslassen wird die potentielle Energie in kinetische Energie (Bewe-
gungsenergie) umgesetzt. Diese ist am Nulldurchgang am grofiten.

Whin = %m . é(t)z

Diese Vorgénge wiederholen sich periodisch.

In den Umkehrpunkten der Bewegung ist jeweils § = |0] = 0. Dort ist die po-
tentielle Energie maximal. Im tiefsten Punkt ist dagegen die potentielle Energie
Whpot = 0. Dabei wurde dieser tiefste Punkt ein wenig willkiirlich als Nullpunkt
fiir die potentielle Energie festgelegt. Aber wir wissen ja bereits, dass es nur auf
die Anderung der potentiellen Energie ankommt. In diesem tiefsten Punkt ist
Wiin maximal. Der Energiesatz besagt fiir einen beliebigen Zeitpunkt ¢:

Energiesatz

Wot (t) + Whin(t) = Wyes = konstant

fiir einen beliebigen Zeitpunkt t.

Dieser Satz kann auch gleichwertig formuliert werden als

d

%(ka + Wpot) =0

In Worten:

Die Gesamtenergie dndert sich als Funktion der Zeit nicht.

Man kann nun zeigen, dass fiir kleine Auslenkungen s(t) in guter Néherung gilt

1 s(t)?

also eine quadratische Abh#ngigkeit der potentiellen Energie von der Auslen-
kung s(t). Damit lautet der Energiesatz

1 1m-
Wyes = 5m - 5(0)° + 52 - s(t)? (2.11)

wobei W5 = konstant.
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In der Realitit kommt das Pendel nach einiger Zeit zum Stillstand. Grund
dafiir ist eine Démpfung (z.B. Luftwiderstand, Reibung etc.). Dabei wird die
mechanische Energie in Warme umgesetzt. W.s(mech) ist nicht mehr konstant,
sondern nimmt als Funktion von ¢ ab.

Bilden wir die zeitliche Ableitung von Gleichung (2.11), erhalten wir die Schwin-
gungsgleichung.

dWoes 1 al Lm-g —
= ome 25 (1) - 8(t) + 5 20 s(1) - 8(1) =0
S(t) + % s(t) =0 (2.12)

Die Losung dieser Differentialgleichung beschreibt das zeitliche Verhalten von
s(t), als die periodische Bewegung der Masse m um ihre Ruhelage. Offenbar ist

s(t) = sg-sin(w -t + ) (2.13)

Wobei w? = g/I, 5o die Amplitude und ¢ die Phasenlage der Schwingung angibt.
Genaueres siehe Kapitel Schwingungen.
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2.3 Grundziige der Relativitidtstheorie

2.3.1 Relativititstheorie: Kinematik
Einfithrung
1. Alle kinematischen Angaben gelten fiir ein vorgegebenes Bezugssystem.

2. Bei der Beschreibung durch ein anderes Koordinatensystem miissen die
kinematischen Gréflen umgerechnet werden.

z.B.: Wenn zwei Koordinatensysteme relativ zueinander ruhen, miissen nur
die Ortskoordinaten transformiert werden. Bei gegeneinander bewegten
Systemen miissen auch andere Gréfien beachtet werden.

3. Bei kleinen Relativgeschwindigkeiten (klein gegen c) kann die Galilei-
Transformation verwendet werden.

4. Bei grofien Geschwindigkeiten (grof gegen c) muss die Lorentz-Transfor-
mation verwendet werden.
Galilei-Transformation

U ist die Relativgeschwindigkeit der beiden Koordinatensysteme. Offenbar ist:

-

r=r—v-t; t'=t

Die Koordinaten transformieren sich also folgendermaflen:

Galilei-Transformation

= z—v-t
/ — y
2 = 2z
v o=t (2.14)

Fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung gilt:

SYI

QL g
|
<
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Das Michselson-Morley-Experiment

Von zwei gleich guten Schwimmern soll :

A quer iiber den Fluss mit Breite L schwimmen und wieder zuriick.

B eine gleich lange Strecke L flussabwirts und wieder hinauf schwimmen.

Die Frage ist, wer zuerst wieder am Ausgangspunkt ist.
A gewinnt mit einem Zeitvorsprung von

L 2
At==. 2
c c

wobei v die Stromungsgeschwindigkeit und ¢ die Geschwindigkeit des Schwim-
mers ist. Drehen wir nun die Richtungen der Schwimmer um 90°, vertauschen
A und B ihre Rollen und B gewinnt. Dieses Experiment wurde auch mit Licht-
wellen durchgefiihrt.

Anwendung der Galilei-Transformation auf die Bewegung des Lichts

Bewegt sich das System S’ mit v gegen das System S, so erwartet man unter-
schiedliche Lichtgeschwindigkeiten.

e c—vwenncl| v

e c+vwennc| —v

o V2 —v2wennv Lec

IU)

®
o

A

Abbildung 2.13: Interferometer von Michelson und Morley
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Der bedeutendste Versuch diesen Unterschied optisch festzustellen, ist das Ex-
periment von MICHELSON und MORLEY.

Monochromatisches Licht wird in zwei Teilstrahlen A und B aufgespalten. Diese
werden wieder zusammengefiihrt und interferieren im Detektor S. Je nach Pha-
senunterschied, bedingt durch die Wegdifferenz A - B, verstérken oder schwichen
sich die interferierenden Teilstrahlen.

Eine zusétzliche Phasendifferenz wiirde auftreten, wenn sich das Licht langs A
und B unterschiedlich schnell bewegen wiirde. Die Geschwindigkeit ldngs B wire
c¢—v in die eine Richtung und c+v in die andere. Fiir A gilt immer v = /¢ — v2.
Als bewegtes System wurde die Erde benutzt (v ~ 30 km/s beziiglich der Sonne).
Dreht man nun die Apparatur um 90°, so bewegt sich A mit der Erde und B
quer dazu. Analog zu den Schwimmern miisste dies das Ergebnis verdndern.
Eine solche Verdnderung konnte aber nicht beobachtet werden.

Das Ergebnis des Michelson-Morley-Experiments war somit:

Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

Der Betrag der Lichtgeschwindigkeit c¢ ist unabhdngig von der Be-
wegung des Bezugssystems

Offenbar erscheinen auch dem mit v bewegten Beobachter die Wellenfronten als
Kugeln:

2 p? 4 = A2
$/2 + y/2 + 2/2 _ CQt/Q

Die Konsequenz der Invarianz von c ist, dass die Zuordnung der Koordinaten des

Raumes und der Zeit statt durch die Galilei-, durch die Lorentz-Transformation

erfolgt.

Lorentz-Transformation

Fiir eine Bewegung in x-Richtung mit der Geschwindigkeit v gilt:
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Lorentz-Transformation

, T — vt
xr ==
_v?
02
I
Z = z
_ vz
2
v = — (2.15)
U2
-z

Ist v klein gegeniiber ¢, geht die Lorentz-Transformation in die Galilei-Transformation
iiber.
Wesentliche Folgerungen aus der Lorentz-Transformation sind:

e Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist die obere Grenze aller Geschwin-
digkeiten fiir die Ausbreitung eines beliebigen Signals.

o Zeitdilatation: Im System S’ verlangsamt sich, aus Sicht eines Beobachters
in S, der Zeitablauf von Vorgéingen.

e Lingenkontraktion: Die Léngen in S’ wirken fiir den Beobachter in S
verkiirzt.

Qualitative Diskussion des Michselson-Morley-Experiments

Die Lichtgeschwindigkeit ist in allen Systemen die Grenzgeschwindigkeit. Um
diese Bedingung zu erfiillen, konnen bewegte Korper fiir den Beobachter verkiirzt
wirken (Léngenkontraktion) oder die Zeit scheint langsamer zu vergehen (Zeit-
dilatation).

Um diese Phédnomene beriicksichtigen zu kénnen, muss der Ansatz fiir die Trans-
formation verallgemeinert werden:

r = (' +ot) bei Bewegung in x-Richtung bzw.

¥ = vz —ot)

~ und der Zusammenhang zwischen ¢ und ¢’ muss so gewéhlt werden, dass ¢ = ¢
gilt.

Setzt man die Beziehungen

r = c-t
zZ = c-t

in die obrigen Gleichungen ein, so erhélt man:
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ct ~(ct' + vt')
" = (et —ut)

[l
22
==
Q0
I+
SRS
S— —
S

Multipliziert man diese beiden Gleichungen
At =72 (c? — o)t

ergibt sich fiir ~:

= —— (2.16)

2.3.2 Relativistische Dynamik

Es ist verniinftig zu fordern, dass die Grundgleichung der Dynamik auch bei
groflen Geschwindigkeiten ihre Form behilt.

S d
F= Eﬁ mit p=m(v)v

Diese Forderung ist erfiillt, wenn

my ist die Ruhemasse des Teilchens.

Mit dem folgenden Gedankenexperiment kann man sich das Verhalten von m(v)
vorstellen:

Zwei Raketen R; und Ry werden von einem Startturm S aus auf die Endge-
schwindigkeiten v beziehungsweise —v gebracht. Der Schwerpunkt des Systems
R1-Ry bleibt der Startturm.

Von R; aus entfernt sich S mit der Geschwindigkeit v. Die Rakete Ry entfernt
sich jedoch nicht mit 2v, sondern mit der kleineren Geschwindigkeit

2
w= 1—02 (relativistische Addition von Geschwindigkeiten)
+

c2

Der Beobachter in R stellt also fest, dass S immer néher bei Ry als bei Ry liegt
(obwohl S der Schwerpunkt ist).
Dies ist ist nur dadurch zu erklédren, dass Ro eine groflere Masse als R; hat.
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Diskussion

Ein Teilchen mit mg # 0 kann nie Lichtgeschwindigkeit erreichen, da die Arbeit
zu seiner Beschleunigung gegen Unendlich geht.

m/myg

'; J

|

0 02 04 06 08 10

v/ —

Abbildung 2.14: Relativistische Massezunahme

Ein Photon besitzt keine Ruhemasse. Es muss sich daher mit Lichtgeschwindig-
keit bewegen.



Kapitel 3

Wechselwirkungen und
Felder

3.1 TUbersicht

Alle bekannten Kraftwirkungen lassen sich auf vier fundamentale Wechselwir-
kungen zuriickfiithren.

e Allgemeine Massenanziehung (Gravitationswechselwirkung):

Sie wirkt zwischen je zwei beliebigen Massen z.B. Planetenbewegung im
Kraftfeld der Sonne, Gravitationskraft an Erdoberfliche. Das geltende
Kraftgesetz hat eine unendliche Reichweite:

- 1
|Fa| o 2
o Coulomb—Wechselwirkung:

Sie wirkt zwischen je zwei Ladungen. Chemische Prozesse, der Zusammen-
halt der Materie u.v.a. beruhen auf ihr. Das Kraftgesetz hat zwischen zwei
ruhenden Ladungen wiederum eine unendliche Reichweite.

- 1
|FC‘ X 7‘_2

o Starke Wechselwirkung (Kernkraft):

Sie bewirkt die Kréfte zwischen den Elementarteilchen im Atomkern, d.h.
Protonen, Neutronen (,Nukleonen“). Sie sind die Ursache fiir die Strah-
lungsenergie der Sonne. Ihre Reichweite ist von der Groflenordnung des
Kernradius.

47
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o Schwache Wechselwirkung:

Sie ist mafigebend bei der Umwandlung von Elementarteilchen. Ein Bei-
spiel ist der [(-Zerfall, wo sich ein Neutron in ein Proton umwandelt und
dabei ein Elektron und ein (Anti-)Neutrino emittiert. Elektronen und
Neutrinos (und einige weitere Teilchen) fasst man unter dem Oberbe-
griff | Leptonen“ zusammen. Fin weiteres Beispiel ist der Brennprozess
der Sonne. Er wird durch die Verschmelzung von zwei Protonen zu ei-
nem Deuterium-Kern (2D) gesteuert. Dabei entstehen als Leptonen ein
Positron (e™) und ein Neutrino. Die Reichweite der schwachen Wechsel-
wirkung ist noch kiirzer als jene der Kernkréfte.

Zusammenfassung:

Nur bei der Gravitation und der elektromagnetischen Kraft konnen sich die
Krifte vieler Teilchen zu einer makroskopisch messbaren Kraft tiberlagern. Des-
halb spielen auch nur diese beiden Wechselwirkungen in dieser Vorlesung eine
Rolle.

3.2 Gravitationswechselwirkung

Die Beobachtung der Planetenbahnen um die Sonne lieferte die Kepler’schen
Gesetze:

Kepler’sche Gesetze

e 1. Kepler’sches Gesetz (1609):
Die Planeten bewegen sich auf Ellipsenbahnen, in deren ge-
meinsamen Brennpunkt die Sonne steht.

e 2. Kepler’sches Gesetz (1609):
Der Radiusvektor Sonne—Planet tiberstreicht in gleichen Zeiten
gleiche Fldichen.

e 3. Kepler’sches Gesetz (1619):

Die Quadrate der Umlaufzeiten T; der Planeten verhalten sich
wie die 3. Potenzen ihrer groflen Bahnhalbachse a;:

2 3
7 _ ay

T2 — 3
T3 as

Diskussion:

Das 2. Kepler’sche Gesetz zeigt an, dass es sich bei der Wechselwirkung zwischen
Sonne und Planet um eine Zentralkraft handelt. Es ist eine Umschreibung des
Drehimpulserhaltungssatzes.
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Beweis:
Stellt man die Flache AA als Vektorprodukt dar

AE:%WxAﬂ

und verwendet As = v - At so folgt

Uber die Formulierung des Drehimpulses m/[ x #] = L erhilt man

Ad= 1 T A
2-m

Die Richtung der aufgespannten Fliche AA ist durch ihren Normalenvektor
gegeben. Wenn AA—‘? also konstant ist, so ist auch L konstant. Das 1. Keplersche
Gesetz besagt, dass die Bahnen eben sind. Damit ist auch die Richtung des
Drehimpulses konstant.
Offenbar folgt aus

dL

=M

dt
dass M verschwinden muss, wenn L konstant ist. Mit 7 als Radiusvektor Planet—

Sonne und der zwischen den Kérpern wirkenden Kraft F gilt:
M=#xF

Damit das Drehmoment verschwindet, muss F || 7 sein. Das bedeutet, dass F
eine Zentralkraft ist, also immer in Richtung des Kraftzentrums (hier der Sonne)
zeigt.

F(7) = F(r)-¢

Die Gravitationskraft Fi; hiilt den Planeten (Masse m,,) also gegen seine Tragheit
auf der Ellipsenbahn. Fiir den Spezialfall einer Kreisbahn gilt dann

- 47
|F| :mp-wg-rp: ﬁ'mp'rp
P
denn es gilt fiir die Winkelgeschwindigkeit
27
Wy = —
p Tp
Mit dem 3. Kepler’schen Gesetz folgt
- 472 472 -m, 7 m
Fol =21 p I T
|Fal T2 MpTp konst. 73 12
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oder allgemeiner in vektorieller Schreibeweise
- m
Fo(f) x = -7
() o< 5

Nach dem 3. Newton’schen Axiom muss |Fg| auch proportional zu M, (Masse
der Sonne) sein. Daher gilt das

Gravitationsgesetz

M -my

Fg=-G - —2L.¢ (3.1)

r

Gravitationskonstante G:

Sie muss durch direkte Messung der Gravitationskraft |ﬁgl zwischen zwei be-
kannten Massen bestimmt werden. Im Prinzip wird dabei die Beschleunigung
der kleinen Masse m durch die Massenanziehung der groflen Masse M gemessen
(Gravitationswaage nach Cavendish).

Gravitationswaage:

Die Masse m; erfihrt wahrend der Messzeit ¢ eine praktisch konstante Beschleu-
nigung @, die durch die Gravitation hervorgerufen wird. |@| ist zu berechnen aus

F, m; -a = |Fgl

m;
= G'M'ﬁ
m;

G'M'ﬁ

= konst.

Q

Man misst iiber die Verdrillung um « den Weg Ax eines Lichtzeigers. Dieser
fiihrt offenbar eine beschleunigte Bewegung aus

Der derzeitiger Bestwert der Gravitationskonstante ist

3
G = 6.673(+0.003) - 10~ 11 2
( ) kg . S2
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Abbildung 3.1: Skizze zur Gravitationskraft

Gravitationsfeld und Gravitationsfeldstéirke:

Eine Masse M verdndert den sie umgebenden Raum, indem sie ein Gravitati-
onsfeld g erzeugt. Eine Probenmasse m erfahrt eine Kraft Fg, die sich aus der
am Ort von m herrschenden Feldstérke ¢ ergibt.

Definition 3.1: GRAVITATIONSFELDSTARKE

Die Gravitationsfeldstirke g ist gegeben durch

—

L Fg
9=
m

als Quotient aus Kraft Z*:G (auf die Probenmasse m) und Masse m
des Probekorpers.

Es stellt sich nun die Frage, wie man das Gravitationsfeld § ausmisst. Man
»tastet” dazu das g-Feld um eine Massenverteilung ab, indem man fiir alle Orte
7 in ihrer Nachbarschaft die Kraft F(7) misst. Dann erhilt man ¢ nach Division
durch m zu:

. Fg

g=—

m
Aufgrund der Grundgleichung der Dynamik ist im Falle der Gravitation die
durch Fg bewirkte Beschleunigung @ gerade gleich der Gravitationsfeldstéirke
g. An der Erdoberflache gilt dann
e G- Mg

-
aqa = — =

- 2
m Ry,
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Der Betrag von |g] ist etwa 9.81 ms™2.

Berechnung von Feldverteilungen um Massen mit Hilfe des Gauss’schen
Gesetzes

Ausgehend von der Definition von ¢ berechnet man das Integral

/ G-dA
(Kugel)

iiber die Oberfliche einer Kugel mit Radius R,. Aus Symmetriegriinden und

unter Verwendung von §(Rp) = —%—]\34 . Rp ergibt sich:
[ gead = (i) xR
(Kugel)
M P
NI
Ry J(xcugen
GM
= ——— 47R?
RZ P
= G-dA = —4n-G-M (3.2)
(Kugel)

Das Ergebnis stellt einen Zusammenhang zwischen einem Feld und der es er-
zeugenden ,,Quelle“ dar. Offenbar hingt das Ergebnis nicht von der Form der
Hiillenfliche oder der Form der eingeschlossenen Massenverteilung ab. Nimmt

man eine allgemeine Massenverteilung M = | ( ﬁ) -dV an, so

Kérpervolumen) P (
lasst sich Gleichung (3.2) folgendermaflen verallgemeinern:

Gauss’sches Theorem

/ G-dA=—-4x-G-M (3.3)
(Hullfliche)

wobei

M:/p(ﬁ)-dv

Mit diesen Erkenntnissen kann die Berechnung von ¢ erfolgen:
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Vollkugel mit homogener Masseverteilung

D.h. p = konstant. Der Kugelradius sei Rg.

1. Auflenraum:

Im Aufpunkt R, wirkt g(R,). Integriert man iiber eine Hohlkugel mit
Radius R, welche die Vollkugel umschlie3t, so ergibt sich

G(R,)|-4nR? = —4m-G-M
GM
9(Ry) = “R2
P

Das Feld im Auflenraum ist also identisch mit jenem, dass entstehen
wiirde, wenn die gesamte Masse im Punkt R, =0 konzentriert wire.

2. Innenraum (R; < Rg):

3
73

Die Hiillenflache umschliefit in diesem Fall nur die Masse M - }];3 . Daraus
K
folgt:
- R3
|§(Ry)| - 4R} = —Ar-G-M - —}
Ry
R;
gR;)) = -G-M-—
R

Hohlkugel mit homogener Masseverteilung an der Oberfliche

1. Innenraum:
Im Innenraum verschwindet g, da die eingeschlossene Masse 0 ist.
-

g(R)=0 fir |R;| < Rg

2. AuBlenraum:

Das Feld ist identisch mit jenem einer bei R =0 konzentrierten Punktmas-
se mit der Gesamtmasse der Hohlkugel.

Zusammenhang von Arbeit und Gravitationsfeld

Die Arbeit W lisst sich aus der Differenz der potentiellen Energie eines Korpers
an zwei verschiedenen Orten berechnen.

W = Epot (1) — Epot(72)

Der Nullpunkt kann willkiirlich im Unendlichen festgelegt werden.
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Epot (o] — 00) =0
Damit ergibt sich aus
"2 1 1
W =— Fdr = GmM(— — —)
1 T1 T2

fiir die potentielle Energie in 7} = 7 (13 = 00)

GmM
r

Epot = -

Epo¢ ist tiberall negativ. Sie nimmt mit zunehmender Entfernung vom Kraftzen-
trum ab. Das bedeutet, dass die Bindung an das Kraftzentrum mit wachsendem
Abstand abnimmt.

Definition 3.2: GRAVITATIONSPOTENTIAL

Das Potential ist die auf die Einheitsmasse bezogene potentielle
Energie.

v = 22— - [ g - -

s r

Bemerkungen:

e Fliichen gleichen Potentials heifien Aquipotentialfliichen (z.B. Kugeln um
eine felderzeugende Masse).

e §(7) durchsetzt die Aquipotentialfliichen senkrecht.

e Bei der Bewegung auf einer Aquipotentialfliche wird keine Arbeit verrich-
tet.

o Wegen F = —grad E,, gilt auch § = —grad V.
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3.3 Coulomb-Wechselwirkung

3.3.1 Coulomb-Kraftgesetz

Es gibt Krifte, welche sich nicht auf die Gravitationswechselwirkung zwischen
Massen zuriickfithren lassen, z.B. Reibungselektrizitét. Es stellt sich die Fra-
ge, warum elektrische Kréfte bei der Wechselwirkung makroskopischer Korper
keine Rolle spielen. Die Erklarung ist darin zu finden, dass diese Korper im
allgemeinen neutral sind, weil sich die elektrischen Ladungen unterschiedlicher
Vorzeichen kompensieren.

Interpretation zur Reibungselektrizitit:

Die Aufladung zweier Stéibe z.B. Hartgummi- und Glasstab, durch Reiben er-
folgt durch die Trennung der Ladungen. Die Beriihrung von Kérpern kann zur
Ubertragung von Ladung fithren. Sie enthalten anschlieBend einen Uberschuss
an Ladungen gleichen Vorzeichens. Diese stoflen sich ab und sammeln sich an
der Oberfldche des Korpers.

Ladungen aus der Steckdose:

An den Polen einer Steckdose kann Ladung abgenommen werden. Handelt es sich
um eine Gleichstromquelle, so hat die Ladung immer dasselbe Vorzeichen. Bei
einem Wechselstromnetz dagegen nimmt man abwechselnd positive und negative
Ladung auf, denn an den Polen &ndert sich das Vorzeichen der bereitgestellten
Ladung periodisch. In Deutschland betrégt die Wechselfrequenz 50 Hz.

Eigenschaften elektrischer Ladung:
e Es gibt zwei Arten von Ladungen: positive und negative Ladungen
e Ladung ist an Materie gebunden.

e Ladungen verschiedenen Vorzeichens konnen sich kompensieren, wenn sie
gleich grof sind.

e Ladung tritt nur in ganzzahligen Vielfachen einer Elementarladung auf,
d.h. Ladung ist gequantelt.

e Der Wert der Elementarladung ist nicht vom Bewegungszustand des La-
dungstrigers abhéingig.

Elektrisches Feld :

Die elektrische Kraft ist eine Folge der felderzeugenden Ladung (. Mit Hilfe
einer Probeladung ¢ kann in der Umgebung der felderzeugenden Ladung die
Kraft F.; gemessen werden. Alle Kraftvektoren F,;(7) ergeben zusammen das
Kraftfeld in der Umgebung der Ladung.
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Definition 3.3: ELEKTRISCHE FELDSTARKE

Die elektrische Feldstirke E st definiert als der Quotient aus der
Kraft Fo; (auf eine Probeladung q) und der Ladung q dieser Probe-
ladung:

Kraft auf die Probeladung E,

E= -
Ladung der Probeladung q

E ist immer von der positiven Ladung weggerichtet.

Bemerkung:
Als Folge der Definition 3.3 gilt, dass bei einer positiven Probeladung ¢ die Kraft
Fg; und das Feld E die gleiche Richtung haben.

Coulomb—Gesetz:

Die Vermessung von E liefert fiir die Kraft zwischen der Probeladung und der
felderzeugenden Ladung, soweit beide Ladungen als punktférmig aufgefasst wer-
den koénnen:

e Sie ist proportional zum Produkt aus g (Probeladung) und @ (felderzeu-
gende Ladung).

e Sie ist proportional zum Kehrwert des Quadrats des Abstandes der La-
dungsschwerpunkte.

e Sie ist radial gerichtet.

Aus diese Eigenschaften formuliert man das

Coulomb’sches Gesetz

7 1 q-Q

l =
T dneg 12

. (3.4)

Der Einheitsvektor 7 ist von @ nach ¢ gerichtet. Haben also die Ladungen @
und ¢ das gleiche Vorzeichen, so wird ¢ von @ abgestoflen. Die Proportiona-
litéitskonstante zwischen |ﬁel| und qr'—zQ wird im SI-System in der Form 4-73.50
geschrieben.

Definition 3.4: ELEKTRISCHE FELDKONSTANTE

Die Konstante €y heifit elektrische Feldkonstante oder auch Influ-
enzkonstante.
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Die Grofie von ¢¢ wird experimentell bestimmt, nachdem man die Einheit der
Ladung festgelegt hat. Dies erfolgt im SI-System aus messtechnischen Griinden
iiber die elektrische Stromstérke I, deren SI-Einheit 1 Ampere ist. Die Stromstérke
1 ist die Ladung d@), die pro Zeit dt durch eine Fliche transportiert wird: I = %.

Definition 3.5: CoULOMB

Die Einheit der Ladung 1 A-s erhdlt die Abkirzung 1 Coulomb=1C

Aufgrund dieser Definition ergibt sich experimentell fiir die elektrische Feldkon-
stante:

2

C
g9 = 8.85-107"2—

m
Bemerkungen:

Die Ladungsmenge von 1C ist eine gigantische Ladung.
Beispiel:

Fiir ¢ = @Q =1 C und den Abstand » = 1 m ergibt sich aus dem Coulomb-Gesetz:

L 1 Nm? 1C-1C

F, = . : ~ 10'°N
T 4 r885-10-12 (2 1m?2

Besonders im atomaren Bereich hat man es mit Vielfachen der Elementarla-
dung eg =1,6- 1072 C und damit mit viel kleineren Kréften zu tun. Allerdings
sind auch die Abstéinde zwischen den wechselwirkenden Teilchen viel kleiner (=
1070 m).

Richtung der Coulomb—Kraft

Die Coulomb-Kraft hat die Richtung der Verbindungslinie der beiden Ladungs-
schwerpunkte. Sie ist anziehend fiir ungleichnamige Ladungen:

= 1 .Ql'Qz_?2

Fel:
4-m-gq r2

Der Vektor 7 ist der Einheitsvektor in Richtung der Verbindung der Ladungs-
schwerpunkte von (1 und Q.

Abbildung 3.2: Richtung der Coulomb—Kraft.
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3.3.2 Gauf¥’sches Gesetz

Das von @ erzeugte Feld F ist ein MaB fiir die GréBe der Ladung. Die Anzahl
der Feldlinien durch eine Fliche A wichst mit der Grofle von Q.

Definition 3.6: ELEKTRISCHER FLUSS

Der elektrische Fluss 1 durch eine beliebige Fliche A st gegeben
durch:
’L/J = 80/Edj4
Man erhélt den gesamten, von einer Ladung ) ausgehenden Fluss, indem man
iiber eine () umgebende Hiillfldche integriert.

Spezialfall einer Punktladung

Die Hiillflache sei eine Kugel mit Radius R in deren Mittelpunkt sich die Punkt-
ladung befindet.
Auf der Kugeloberflache ist

Lo 1 Q
E(R)| = - =
BB = o R
Einsetzen in Gleichung (3.6) ergibt:
IS Q 47TR3

£ EdA=2*%
O/(K) 47T€() R2

Das Ergebnis

€0 Ed_A = Q
(K)
nennt man das Gauf’sche Gesetz.
In dieser Beziehung tritt weder die Form der Hiille noch die Zusammensetzung
von @ auf. Sie ldsst sich also auf beliebige Hiillflichen und Ladungsanordnungen
verallgemeinern:

Gaufy’sches Gesetz

— —

Q= g =¢€ / E-dA 3.5
; ° Jmitifiiche) (35)

Diese Beziehung ist vollig analog zu jener fiir eine Massenverteilung (siehe Glei-
chung (3.3), Seite 52).
Die dort durchgefithrten Berechnungen kénnen ebenfalls iibernommen werden:
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Homogen geladene Vollkugel:

Im AuBlenraum ist das Feld gleich jenem von einer gleichstark geladenen Punkt-
ladung. Im Innenraum geht E' linear gegen 0.

Homogen geladene Hohlkugel:

Im AuBlenraum ist das Feld gleich jenem von einer gleichstark geladenen Punkt-
ladung. Im Innenraum verschwindet E.

Verallgemeinerung:

Man kann fiir die Ladung @ schreiben:

dQ = pe(r) - dV

Definition 3.7: LADUNGSDICHTE

pe(7) heifit Ladungsdichte im Ort 7.

Die Gesamtladung ist dann:
Q = / Pe (F) -dV
V)

V ist das Volumen der Hiillfliche, welche die Ladungsverteilung umschlief3t.
Man schreibt dann das Gaufi’sche Gesetz in folgender Form:

1/ pe(f).dvz/ E(7)-dA (3.6)
V)

€ (H)

Definition 3.8: 1. MAXWELL GLEICHUNG

In der Form wvon Gleichung (5.6) heifst das Gauf’sche Gesetz 1.
Mazxwell Gleichung.

3.3.3 Elektrische Felder von Ladungsverteilungen

Fiir eine Punktladung @ erhélt man das elektrische Feld, indem man im Coulomb—
Gesetz durch die Probeladung ¢ dividiert:
1 Q

- L2
4-mw-g9 12

Eel

Die Feldlinien sind tiberall radial gerichtet. Dabei zeigt das Feld immer von der
positiven Ladung weg.



3 Wechselwirkungen und Felder 60

NNV
Z NN

Abbildung 3.3: Richtung der Feldlinien

3.3.4 Elektrischer Dipol

Definition 3.9: ELEKTRISCHER DIPOL

Eine Anordnung aus positiver Ladung q und gleich grofler negativer
Ladung -q im Abstand d heifst elektrischer Dipol.

Definition 3.10: ELEKTRISCHES DIPOLMOMENT

ﬁe:(J'd

heifst elektrisches Diplomoment

d ist dabei der Vektor von -q nach +q.

Das elektrische Feld eines Dipols erhilt man durch vektorielle Addition der von
den Einzelladungen erzeugten Feldern. Fiir Entfernungen r > d ergibt sich
dabei fiir den Betrag |EDp|

1 De

Eov=1 T2 3

Der Faktor f steht dabei fiir einen Zahlenwert, der vom Winkel zwischen 7 und
d abhéngt.

Elektrische Dipole sind fiir viele Wechselwirkungen von Bedeutung. Zwar sind
makroskopische Stoffe meist elektrisch neutral, doch kénnen bei mikroskopischer
Betrachtung die Ladungsschwerpunkte von positiver und negativer Ladung an
verschiedenen Stellen liegen. Das entstehende Feld ist somit ein Dipolfeld.

Verallgemeinerung auf N Punktladungen

Bei einer Anordnung von N Punktladungen ergibt sich das Feld E(Fp) durch
vektorielle Uberlagerung der Einzelfelder.
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—

N -

_ Qz . (Tp_ri)
2 dney |7 — 73
i=1

p —Ti

Bei Vorliegen einer kontinuierlichen Ladungsverteilung p(7) gilt

E’(,Fp) _ 1 fp(?ﬂ) AV

- —
= Iney Jr,—Pp P TT)
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3.3.5 Elektrische Spannung

Wir berechnen die Arbeit Wis die verrichtet werden muss, um eine Ladung
gegen die elektrische Kraft F,; = +¢q - E vom Ort 7} nach 75 zu verschieben.

2 2
Wiy = —/ Fdi = —q/ Edr
1 1

Man kann noch zeigen, dass W35 unabhingig vom Weg zwischen 7 und 7% ist
(konservatives Kraftfeld).
Definition 3.11: ELEKTRISCHE SPANNUNG

Die Grope U gemdp der folgenden Definition heifst elekirische Span-
nung zwischen den Punkten 7y und 75 im Feld E.

2
U:@:—/ EdF
q 1

Die Dimension der Spannung ist Arbeit/Ladung. Die SI-Einheit der
Spannung ist 1 Nm/C= 1Volt = 1V.

Sie ist der Quotient aus der entlang der Strecke von 77 und 73 (siehe Abbildung
3.4) verrichteten Arbeit Wi, und der Ladung q.

3
< dr %
1

=4

I

Abbildung 3.4: Darstellung zur Spannung U.

Um eine Probeladung ¢ in sehr grofle Entfernung zu einer sie beeinflussenden
Ladungsverteilung zu bringen, ist i.a. keine unendlich grofle Arbeit notig. Um-
gekehrt hat eine Ladung, die aus dem Unendlichen zu einem Punkt P gebracht
wird, eine potentielle Energie:
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Epot = _WP—»OO

Dabei ist Wp_, o, die Arbeit, die verrichtet werden muss, um ¢ vom Punkt P ins
Unendliche zu bringen. Man definiert nun den Begriff des elektrischen Potentials
eines Punkte P beziiglich eines Punktes im Unendlichen:

Definition 3.12: ELEKTRISCHES POTENTIAL

Woo P
%Z(P):—gt :_/ Edi

per heifst elektrisches Potential.
Wichtige Konsequenz:

Offenbar ist die Potentialdifferenz ¢ (B) — @ei(A) gleich der Spannung Uap
zwischen den Punkten A und B.

Zusammenhang zwischen elektrischem Potential und der Feldstirke

In der Mechanik haben wir bereits gesehen, dass bei vorgegebener potentieller
Energie, d.h. bei vorgegebenem Gravitationspotential, die Feldstidrke und damit
auch die Kraft durch Gradientenbildung erhalten wird. Analog erhélt man bei
vorgegebenem elektrischen Potential als Funktion des Ortes, ¢ (7), E(F) als
den negativen Gradienten von ¢:

E(7) = —grad pu(7)

3.3.6 Kapazitit

Wir betrachten zwei Leiter, zwischen denen ein elektrisches Feld besteht.

Definition 3.13: KONDENSATOR

Die oben beschriebene Anordnung heifit Kondensator.

Die Voraussetzung fiir das elektrische Feld ist dabei, dass die Ladungen zu-
vor getrennt wurden, also z.B. Ladungen von dem einen zum anderen Leiter
transportiert wurden.

Uns interessiert nun der Zusammenhang zwischen den Ladungen auf den Leitern
und dem zwischen ihnen bestehenden elektrischen Feld oder genauer zu der
zwischen Leitern herrschenden Spannung. Wir verwenden das Gaufy’sche Gesetz
(siehe Gleichung (3.5)):

DdA = ;
=

Dabei ist (A) eine Hiillflsiche, die die Ladungen Q; umschliet. Offenbar ist | D| =
€0 - | E| proportional zu Q = Y Q;. Wir verwenden nun die Definitionsgleichung
der Spannung U (siehe Gleichung (3.11)):
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24
~ [ £as
1

Die Spannung U ist offenbar proportional zu Q, da Q proportional zu |E | ist.
Es ergibt sich, dass bei einem Kondensator Spannung und Ladung zueinander
immer proportional sind.

Konsensator-Gleichung

Q=C-U (3.7)

Definition 3.14: KAPAZITAT

Die Griofie C heifit Kapazitit des Kondensators und ist eine fir die
Leiteranordnung charakteristische Grofle. C gibt an, wieviel Span-
nung zwischen den Leitern anliegt, wenn eine bestimmte Ladungs-
menge aufgebracht wurde.
Die SI-Einheit ist gemifi der Dimension Ladung/Spannung gleich 1C/V=1F,
wobei F fiir Farad (von Faraday) steht. Technisch realisierbare Kapazititen
liegen meist im Bereich 1079 bis 10712 F d.h. nF (Nanofarad) bis pF (Picofarad).
Beispiel: Plattenkondensator
Er ist aus zwei parallele Metallplatten aufgebaut, die sich in geringem Abstand
d befinden. Die Feldstérke |E | ist iiberall konstant, da E ein homogenes Feld
ist. Die Definition der Spannung liefert :

U=F-d
Das Gauf’sche Gesetz liefert bei der Wahl der Hiillfliche gem&f Abbildung 3.5

Q:ao/ﬁdff:go-E-A

Wenn A die innere Oberfliche der Kondensator-Platten ist und nur innen ein
Feld existiert, so gilt:

Q
€o A
Fiir die Kapazitat C des Plattenkondensators ergibt sich somit:

C:Q: E'€0'A:E()'A
U E-d d
Technische Bedeutung von Kondensatoren:

Kondensatoren haben technische Bedeutung erlangt

E =
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Q E

Abbildung 3.5: Skizze zur Wahl der Hiillfl4che.

e als Ladungsspeicher.

e zur Speicherung elektrischer Energie in Form des elektrischen Feldes zwi-
schen den Kondensatorplatten.

3.3.7 Energiegehalt elektrischer Felder

Wenn ein Kondensator zur Speicherung elektrischer Energie eingesetzt wird,
stellt sich natiirlich die Frage, wie grofl der Energieinhalt eines geladenen Kon-
densators ist. Wir iiberlegen, welche Arbeit wir verrichten miissen, um den Kon-
densator auf die gewiinschte Spannung Uy aufzuladen.

Der Konsensator sei durch das Aufbringen der Ladung @ bereits auf die Span-
nung U aufgeladen. Wir wollen nun die zusétzliche Ladung d@ aufbringen. Dafiir
muss die Arbeit

dW =dQ-U

verrichtet werden. Wir ersetzen die Spannung U geméfl der Kondensatorglei-
chung durch Q/C. Dies fiihrt zu

- Q
AW = 5 -dQ

Die gesamte Arbeit zur Aufladung auf die Spannung Uy erhélt man durch Inte-
gration zu
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Wges
Wyes = / dw
0
1 Qo
= = Q- dQ
C 0
1 2
50 @
1
— W = §-C-U2

Die gespeicherte Energie nach Verrichtung der Aufladearbeit liegt als Energie
des elektrischen Feldes zwischen den Platten des Kondensators vor. Als Beweis
dafiir, dass elektrische Energie gespeichert ist, kann man die Beschleunigung
einer elektrischen Ladung in dem herrschenden elektrischen Feld betrachten.

3.3.8 Bewegung von Ladungen in elektrischen Feldern
Messung der Elementarladung: Millikan—Versuch

Zwischen die horizontalen Platten eines geladenen Kondensators werden gela-
dene Partikel gebracht (vgl. Abbildung 3.6). Jedes Oltropfchen triigt eine mehr
oder weniger grofle Ladungsmenge.

+ D

m d

— Wi

Abbildung 3.6: Skizze zum Millikan—Versuch

Wir betrachten die Kriftebilanz, die am Tropfchen vorliegt. Am Trépfchen grei-
fen an:
e Schwerkraft m - g = Fe

(Streng genommen muss hier eine Auftriebskorrektur vorgenommen wer-

den.)
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e Elektrische Kraft ¢ - E = F, mit |E| = L

Durch geeignete Wahl von Grofle und Vorzeichen der Spannung U kann die
Gesamtkraft

zum Verschwinden gebracht werden. Damit ergibt sich fiir die Ladung

—ma 2
g=m-g-

Die Masse m des Teilchens kann aus seiner Grofle bestimmt werden. Man erhélt
stets ganzzahlige Vielfache der Elementarladung

e=1,602-10"*C

Die Ladung ist somit gequaltelt. (Millikan, 1910)

Bewegung in Richtung des elektrischen Feldes

Wir betrachten wieder unseren Plattenkondensator.

—+ -

q; m +

el

Abbildung 3.7: Skizze zur Bewegung in einem Plattenkondensator.

Eine Ladung ¢ in einem elektrischen Feld erfihrt die elektrische Kraft

= U
|Fel| :q~|E‘ :q.g
Kann sie sich frei bewegen, so wird sie durch F, gegen ihre Tréigheit beschleu-
nigt. Nach der Beschleunigung muss die kinetische Energie Ej;, der Ladung
genauso grof} sein, wie die Arbeit W,;, die E' an der Ladung g verrichtet hat.
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Ekin = Wel

2

= _--m-v° = q-U

N —

Damit erhélt man fiir die Geschwindigkeit der Ladung ¢ die Gleichung

u:\/Q'zﬁ;U (3.8)

Die kinetische Energie Fy;,, die ein Elektron beim Durchlaufen der Spannung
U =1V aufnimmt, betrigt mit e=q= 1,6-10'° C gerade

Epn = q-U=1,6-100"As-1V
= 1,6-1071Ws
= 1,6-10719J

Definition 3.15: ELEKTRONENVOLT

Die beim Durchlaufen einer Spannungsdiffernz von U =1V wvon
einem Elektron aufgenommene Energie betrdigt 1 Elektronenvolt =
1€eV. Es gilt dabei:

1leV =1,6-10""Ws=1,6-10""J
Aufgrund der geringen Masse wird bei Elektronen die Geschwindigkeit schon
beim Durchlaufen kleiner Spannungen sehr gross, z.B. bei U=1V erreichen die
Elektronen eine Geschwindigkeit von 593 km/s!
Gleichung (3.8) ist nur giiltig, solange v < ¢ bleibt. Fiir v ~ ¢ muss

Eiin = m(v) ? = mo - 2 mit m(v) = Mo

verwendet werden. Man erhélt:

U
2eU I+ 2151002

mg 1+ -Y

moc?

Ve =

Geht U gegen Unendlich, so geht v gegen die Grenzgeschwindigkeit c.

Bewegung quer zum elektrischen Feld:

Wir nehmen jetzt an, dass das Elektron mit einer Geschwindigkeit ¥y quer zum
E-Feld in den Kondensator eintritt. Wie dndert sich seine Geschwindigkeit 07
In x-Richtung herrscht keine Kraft, die die Ladung beschleunigen kénnte. Damit

ist ’D} = 170.
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Abbildung 3.8: Skizze zur Bewegung quer zum E-Feld.

In z—Richtung dagegen erfihrt die Ladung durch F, = q- E die Beschleunigung

F, =
i=-2-f. 1
m m
Mit |d] = U T folgt fiir die in x— bzw. z-Richtung in der Zeit ¢ zuriick gelegten
Wege:

Sg = V-t
1 U-q

, = —.a-t2=—=
s 2 “ d-m
Dies ist die gleiche Situation wie beim schiefen Wurf. Die Ladung ¢ durchquert
in einer Parabel das elektrische Feld. Die Bahnkurve s,(s;) erhélt man durch
Eliminieren der Zeit.
Durchléuft ein Teilchen die Strecke I, so betriigt die Ablenkung in Richtung des
elektrischen Feldes

2

o~

v
d

S, =

[=)\]

a
m v
Magnetische Krifte:

Es gibt magnetische Kriifte, die zuerst zwischen magnetischen Dipolen beobach-
tet wurden. Dazu gibt es auch magnetische Felder. Die magnetischen Phéno-
mene werden spéter besprochen, weil ihr Zusammenhang mit den elektrischen
Stromen grundlegend ist. Eine magnetische Beeinflussung der geladenen Teil-
chen findet nur statt, wenn sich diese bewegen.



Kapitel 4

Grundlagen der Struktur
der Materie

Die Eigenschaften makroskopischer Kérper werden verstédndlich, wenn man die
Kenntnis ihrer atomistischen Struktur besitzt. Historisch gesehen war die Be-
stimmung bzw. das Erkennen der atomaren Struktur ein langwieriger Prozess.
Wir stellen hier nur die wichtigsten Ergebnisse zusammen, denn das meiste da-
von ist heute bereits Allgemeinbildung.

4.1 Awufbau und Eigenschaften von Atomen

Die ,,kleinsten‘ Bausteine

Wir beginnen mit den Atomkernen. Sie setzen sich zusammen aus:

e Protonen

e Neutronen

Es soll uns nicht kiimmern, wie diese aufgebaut und angeordnet sind.
Definition 4.1: NUKLEONEN

Die Kernbausteine, d.h. Protonen und Neutronen, werden unter dem
Begriff Nukleonen zusammengefasst.

Die Nukleonen werden in den Atomkernen durch die Kernkrifte zusammenge-
halten. Diese besitzen eine sehr kurze Reichweite (= 107!%m). Die Protonen
besitzen die elektrische Ladung +1e, d.h. eine positive Elementarladung e =
1,6:-10712 C. Die Neutronen tragen keine elektrische Ladung.
Hieraus folgt also, dass Atomkerne immer positiv geladen sind. Die Kernla-
dungszahl ist die Anzahl der im Kern enthaltenen Protonen.

70
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Definition 4.2: KERNLADUNGSZAHL, NUKLEONENZAHL
Man bezeichnet die Kernladungszahl mit Z und die Gesamtanzahl
der Nukleonen (Nukleonenzahl) mit N

Ein Atomkern besitzt ein elektrische Feld, welches durch seine Ladung Z - e
hervorgerufen wird. Fiir dieses Feld gilt, wenn r der Abstand vom Kern ist:

Atome

Im elektrischen Feld des Kerns sind Elektronen durch die Coulomb—Wechselwirkung
gebunden. Die Elektronen tragen eine negative Ladung -e. Die Masse eines Elek-
trons m. ist 1/1836-m,, wenn m, die Masse des Protons ist.

‘ Teilchen | Masse |
Elektron me =9.11-10 3 kg

Proton | m, = 1.6735- 10~ 2" kg
Neutron | m, = 1.6749 - 102" kg

Definition 4.3: NEUTRALE ATOME

Neutrale Atome enthalten ebensoviele Elektronen wie Protonen. Da-
durch entsteht ein neutrales Gebilde, das Z Elektronen und Z Proto-
nen enthdalt.

Definition 4.4: IoN

Sind in der Umgebung eines Kerns mehr bzw. weniger Elektronen
lokalisiert als der Protonenzahl entspricht, so liegt ein negatives bzw.
positives Ton vor.

Bestimmung der Masse von Elementarteilchen

Wir verwenden die Ergebnisse von Kapitel 3.3.8. Es ergab sich fiir die Ablenkung
eines Teilchens im elektrischen Feld:
U q 7

5, = —
T 2d mov?

Mit Hilfe eines Massenspektrometers kann durch Messung der Ablenkung s,
die spezifische Ladung L bestimmt werden. Die Ladung ¢ kann direkt aus dem
Millikan—Versuch gewonnen werden. Somit lésst sich die Masse berechnen.
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Massenspektrometer

Massenspektrometer dienen zur Bestimmung der Masse von Atomen und Io-
nen. Sie enthalten immer eine Kombination aus elektrischen und magnetischen
Sektorfeldern.

Alle Teilchen werden auf den Austrittsspalt fokussiert. Durch Einstellung ei-
ner bestimmten elektrischen bzw. magnetischen Feldstérke kénnen nur Teilchen
eines engen -L-Bereichs den Spalt erreichen. Alle anderen Teilchen werden zu
stark oder zu schwach abgelenkt und erreichen den angeschlossenen Detektor
nicht.

Atommassen

Die Atommassen sind praktisch gleich der Gesamtmasse der im Kern enthalte-
nen Nukleonen. Man bezieht dabei die Atommasse auf jene des 2C—Atoms.

Definition 4.5: ATOMARE MASSENEINHEIT

Unter der atomaren Masseneinheit m, versteht man per definitio-
nem:

1
o m(*2C) = 1.6605525 - 10727 kg

Die relative, weil auf das Kohlenstoffatom bezogene, Atommasse A, ist damit:

m,, =

Masse des Atoms  my
A, =

L - Masse(12C)  my

Beispiele:

Kohlenstoff 12C: A, =12.00
Natrium 23Na: A, =22.989771
Atombau

Wir behandeln jetzt die Verteilung der Elektronen im Atom. Die Elektronen
halten sich in der Umgebung des Kerns auf, d.h. in etwa in einem Raum der
Ausdehnung einiger 10~ cm. Je nach Symmetrie-Zustand kann der von einem
Elektron ausgefiillte Raumbereich folgende Formen haben (siehe z.B. Niedrig):

o kugelformig (s—Zustand)
o keulenférmig (p—Zustand)

® (z.B. d—Zustand)

Das Elektron hat die Form einer ,, Wolke®, die aber eine innere Struktur besitzt.
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Molekiilbau

Die Molekiile enthalten die Atome als Bestandteile. Die Kréfte zwischen den
Bestandteilen, d.h. Elektronen und Atomkernen, sind elektrische Krifte. Uber
den Molekiilbau entscheiden die Ladungen der Bestandteile, nicht deren Massen.
Wir betrachten als einfachstes Molekiil das HyT—Molekiilion.

Hg — Molekiilion

(2 Protonen, 1 Elektron)

rle r

. Ho

H
I'io

Abbildung 4.1: H; ~Molekiilion

Es gilt fiir die Anziehung zwischen jedem der beiden Kerne und dem Elektron:

1 ez
- —_— ’,“1
2 €
TTe

Fy. =
€ 4~7T’€0

Die Abstoflung zwischen den zwei Kernen (Protonen) ergibt sich zu:

- 1 €2
Fip = C 5

T
4.1y 12, 2
Der intramolekulare Abstand |712| stellt sich so ein, dass die Wechselwirkung der
Elektronenladungswolke mit den Kernen deren Coulomb—Abstoung moglichst
iiberkompensiert.

Mehratomige Molekiile

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen in Atom weist oft bevorzugte
Richtungen auf. Die Kréfte ldngs dieser Richtungen sind besonders ausgepragt.
Folglich lagern sich die Atomkerne ldngs dieser Richtungen aneinander.
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Krifte/Bindung zwischen Atomen und Molekiilen in Gasen

Fiir die Bindung zwischen Atomen und Molekiilen in Gasen sind elektrische
Krifte verantwortlich. Auch wenn es sich im allgemeinen um neutrale Molekiile
handelt, kann sich der Schwerpunkt von positiven Kernen und negativer Elek-
tronenwolke verschieben. Es entstehen elektrische Dipole, die sich gegenseitig
anziehen.

Definition 4.6: VAN-DER-WAALS’SCHE KRAFT

Die anziehenden elektrischen Krifte zwischen induzierten Dipolen,
welche fir die Wechselwirkung zwischen Molekilen verantwortlich
sind, heiffen Van-der- Waals-Krifte. Sie hingen vom Abstand R der
Molekiile wie % ab.

Wechselwirkung zwischen Atomen/Molekiilen bei kleinen Abstéinden

Bei kleinen Abstdnden der Molekiile iiberlappen sich die Elektronenhiillen so
weit, dass die positive Ladung der Kerne nicht mehr vollstandig abgeschirmt
wird und diese sich abstoflen.

Allen Bindungsarten zwischen Molekiilen ist gemeinsam, dass sie ihren gegen-
seitigen Abstand durch ein Minimum der potentiellen Energie des Verbandes
aus zwei Partnern stabilisieren.

Fiir viele Anwendungen geniigt es, dieses Potential aus einem

e anziehendem Term o ﬁ und einem
e abstoflendem Term o ﬁ

aufzubauen.
RS 2
Rz TR

V(R) = D, - R%(

oder

Lenard-Jones-Potential

V(R) = De(()"* =2 (5)°) (4.1)

wobei D, die Potentialtopf-Tiefe und R, die Lage des Minimums ist.
Aus

F(R) = -—gradgV(R)
o
OR
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Abbildung 4.2: Lenard-Jones-Potential

ergibt sich, dass sich die Molekiile bei R < R, abstoflen und sich bei R > R,
anziehen.

Wechselwirkung zwischen Atomen kondensierter Materie

Fiir die Bindung von Atomen im Festkorper sind ebenfalls elektrische Krifte
verantwortlich.

Zum Beispiel konnen die Tonenrtimpfe der Atome ein Ionengitter bilden. Dabei
sind alle Riimpfe regelméfig angeordnet. Die Elektronen sind nicht einem be-
stimmten Zentrum zugeordnet, sondern konnen sich frei im Kristall bewegen.
Die Ladungsneutralitét ist aber gewéhrleistet.

Auch fiir den Festkorper wird das Wechselwirkungspotential aus einem anzie-
henden Teil

_B-R™™
und einem abstofenden Teil
+A-RT™
aufgebaut.
V(R)=A-R"R™—-B-R™

Der Gleichgewichtsabstand der Festkorperbestandteile ist wieder durch V., (Ro)
gegeben. L.a. nimmt m nicht den Wert 6 an wie bei der Wechselwirkung von Mo-
lekiilen in Gasen.
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4.2 Erscheinungsformen von Materie

Die Atome/Molekiile kénnen in Stoffen in verschiedenen Ordnungszustéinden
vorliegen.

o Festkorper: regelméflige Fernordnung

e Gase: kein definierter Atomabstand vorhanden. Daher existiert keine Ord-
nung

o Fliissigkeiten: gut definierter mittlerer Abstand der Atome/Molekiile. Es
tritt Nahordnung auf.

Definition 4.7: AGGREGATZUSTAND

Die verschiedenen Erscheinungsformen (Ordnungszustinde) heifsen
Aggregatszustinde oder auch Phasen. Sie unterscheiden sich darin,
dass die Bindungsenergie der Molekiile entweder grofier, vergleichbar
oder kleiner als die thermische Energie der einzelnen Atome ist.

Definition 4.8: THERMISCHE ENERGIE

Unter der thermischen Energie versteht man die kinetischen Energie
der Teilchen. Sie ist proportional zur absoluten Temperatur T der
betrachteten Materiemenge (siehe Wirmelehre).

Bei Gasen duflert sich die thermische Energie durch die Translation der frei
beweglichen Molekiile. Diese ist nur von der Temperatur abhéngig. Je hoher die
Temperatur ist, desto schneller bewegen sich die Teilchen.

Bei Festkorpern fithrt Temperaturerh6hung, und damit Erhohung der thermi-
schen Energie, zu periodischen Bewegungen (Schwingungen) der Gitterbestand-
teile (Atome/Ionen) um die Gleichgewichtslage.

Fliissigkeiten liegen in ihrem Verhalten zwischen den beiden Extremféllen.

4.3 Stoffmenge

Ein Ma$ fiir die Menge eines Stoffes ist die Teilchenzahl N. Wird sie auf das
Volumen V', welches der Stoff einnimmt, bezogen, so erhilt man die Anzahldichte
n.

Definition 4.9: ANZAHLDICHTE

Die Anzahldichte n ist definiert als der Quotient aus Teilchenzahl
und Volumen, in dem sich die Teilchen befinden. Die Anzahldichte
kann auch infinitesimal werden. Es ist

N
n=—

\%
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Die Teilchenzahl ist makroskopisch schlecht messbar. Deshalb hat man als Basis-
grofle im SI-System die dazu proportionale Grofle der Stoffmenge v eingefiihrt.

Definition 4.10: STOFFMENGE

Die Stoffmenge v=1mol ist diejenige Stoffmenge eines Systems, wel-
ches genau so viele Teilchen enthdlt, wie 12 g reinen Kohlenstoffes
12C. Daher entspricht die Stoffmenge v = 1 mol *2C genau der Mas-
se von 12 *2C.

Die Anzahl N4 der Teilchen in 1mol ist die Avogadro—Konstante. Thr derzeit
bester Messwert ist N4 = 6,0220921 - 1023 mol ~*.

Messverfahren fiir Stoffmenge

Durch Wiegung erhélt man 1mol eines beliebigen Stoffes, wenn man soviel
Gramm eines Stoffes abwégt, wie der relative Atommasse entspricht.
Beispiel:

Die relative Atommasse von 2C ist 12. Wiegt man also 12 g Kohlenstoff ab, so
hat man genau 1 mol dieses Stoffes.

Messverfahren fiir Ny

Die Avogadro-Konstante ldsst sich aus einer Vielzahl physikalischer Vorginge
und Theorien erhalten:

e Kinetische Gastheorie

e Brown’sche Molekularbewegung

e Oberflichenspannung von Losungen

e Schwarzkorper—Strahlung

e Streuung von Licht durch die Atmosphére
e Elektrische Ladung von Oltrépfchen

o Grofle von Gitterbausteinen

e Radioaktive Prozesse

e Feinstruktur von Spektrallinien



Kapitel 5

Teilchen und
Teilchensysteme 11:
Teilchensysteme

5.1 Einfiihrung

Wir haben gelernt, dass man reale Materie stets als eine Ansammlung von Mas-
senpunkten (M.P.) auffassen kann, zwischen denen Krifte wirken. Viele Eigen-
schaften der realen Systeme lassen sich durch idealisierende Modelle beschreiben:
e Festkorper: Modell des starren Korpers
Die Absténde aller Massenpunkte bleiben konstant, auch wenn &uflere
Kriifte und/oder Drehmomente angreifen.
o Fliissigkeiten: Modell der idealen Fliissigkeit

Die Fliissigkeit besitzt keine Kompressibilitdt und keine innere Reibung.

o Gase: Modell des idealen Gases

Es handelt sich bei den Gasatomen bzw. -molekiilen um Massenpunkte die
keine Wechselwirkung untereinander, sondern nur mit den Gefdwanden
haben.

In mancher Beziehung kann das gesamte Teilchensystem als ein Massenpunkt
aufgefasst werden, in welchem die Gesamtmasse des Systems vereinigt zu denken
ist. Dies wird im Folgenden begriindet.

5.2 Schwerpunkt eines Teilchensystems

Es sei ein System von Massenpunkten mit der jeweiligen Masse m; gegeben.
Die Gesamtmasse M des System ergibt sich durch Summation der Einzelmas-
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sen, d.h. die Gesamtmasse betrigt M = > m,. Ein einzelnes Massenelement
m; an einem Ort 7; erfihrt im Schwerefeld @ = ¢ die Kraft F; = m,; - d. Die
Drehmomente der einzelnen Massenpunkte bzgl. eines willkiirlich gewahlten Be-
zugspunktes sind

M; =7 x F; =7 x (m; - @)

Wir zeigen nun, dass sich das Gesamt—Drehmoment M als ein Vektorprodukt
aus der Gesamtkraft F' und einem Schwerpunktsvektro 75 darstellen lidsst. Es
ist namlich:

M= "7 x (mi-d) =7 x Y mj-d
[ [

Wir wollen nun beide Seiten so umformen, dass wir das Vektorprodukt mit der
Beschleunigung ausklammern kénnen. Es gilt:

M= "mi-m)xd = 7y mxd
i

[
3
E
=
[

>3 L 2imi T
:>TS m; o, —_ * -
i
:}’r_‘; =

Definition 5.1: SCHWERPUNKTSVEKTOR

Der Vektor 7 heifst Schwerpunktsvektor unseres Teilchensystems.
Beispiel: 2 Teilchen
Der Schwerpunktsvektor zweier Teilchen ergibt sich als arithmetisches Mittel
unter Beriicksichtigung der Vektoraddition:

L my T+ ma T
= = °

mi + mo

Schwerpunktsbestimmung

Der Schwerpunkt eines Korpers lisst sich auf recht einfache Weise bestimmen.
Ein Korper erfihrt im Schwerefeld ¢ ein Drehmoment M = 7, x Fg solange
der Schwerpunktsvektor s und die Gewichtskraft ﬁg noch nicht parallel sind.
Der Schwerpunkt S wird versuchen, unter den Aufhingepunkt (Drehpunkt) zu
kommen, da dann die beiden erwéhnten Vektoren parallel sind. Man héngt den
Korper nacheinander an zwei verschiedenen Punkten drehbar auf und bestimmt
die Senkrechten, nachdem der Korper sich nicht mehr dreht. Der Schnitt dieser
Senkrechten liefert den Schwerpunkt S.
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‘Wahl des Koordinaten—Ursprungs

Héufig wird man den Koordinatenursprung in den Schwerpunkt S legen. Dann
ist der Schwerpunktsvektor der Nullvektor:

F i P
s szl

Dabei ist p; der Ortsvektor des Massenpunktes i der Massenverteilung bzgl. S
als Koordinatenursprung.

=0

5.3 Impuls eines Teilchensystems

Der Gesamtimpuls eines Teilchensystems ergibt sich aus der vektoriellen Addi-
tion der Einzelimpulse der Massenelemente m;:

po= Zﬁizzmi'ﬁi
i i

d d
Zmz%ﬁZZE(szx)

)

Verwendet man den Schwerpunktvektor 75 bzw. die Schwerpunktsgeschwindig-
keit v, = %FS, so lésst sich die rechte Seite umformen und man erhalt als
Gesamtimpuls des Teilchensystems

" d "

p:M'%rS:MmS
Fasst man diese Gleichung in Worte, so kann man sagen: hinsichtlich seines
Impulses verhélt sich das Teilchensystem so, als wére die gesamte Masse M in
S vereinigt.

Schwerpunktsbewegung

Es mogen an den i Massenpunkten die Kréfte F angreifen. Diese verursachen
nach der Grundgleichung der Dynamik die folgende Anderung der Impulse p;:

. dp; d -
YR = X am
d d

- d
:>ZFZ = Eps
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In der Kriftebilanz brauchen nur duflere Krifte beriicksichtigt werden. Der
Grund dafiir ist, dass sich die Wechselwirkungskriéfte zwischen Paaren von Mas-
senpunkten wegen des Newtonschen Axioms ,actio = reactio® gegenseitig auf-
heben. Man kann also auch schreiben:

Nur Aulere Krifte F‘;zt beeinflussen die Bewegung von S und kénnen allein eine
Anderung des Gesamtimpulses verursachen. Ohne duflere Krifte, d.h. Fe.s = 0,
beschreibt S eine geradlinige gleichférmige Bahn oder bleibt in Ruhe.

Zuriickfithrung des Zwei-Korper- auf ein Ein-Koérper-Problem

Zwei Teilchen m; und mo wirken mit ﬁm =—F 12 aufeinander. Die Grundglei-
chung der Dynamik lautet in diesen Féllen:

duvy _ dvy 7
my - —— =12 mo - —— = I'21
dt

U1 — U ist die Relativgeschwindigkeit ;. von m; und ma.
Definition 5.2: REDUZIERTE MASSE

Wir bezeichnen mit my - me
Mt ms
die reduzierte Masse des Zwei-Teilchen-Systems.
Wir koénnen also schreiben:
dv,
dt

F"12=,U'

Das bedeutet, dass fiir die Relativbewegung von mq und ms eine Grundgleichung
der Dynamik gilt, wie jene fiir die Bewegung einer reduzierten Massse p unter
dem Einfluss von Fis.

5.4 Drehimpuls eines Teilchensystems

Um die Rotation eines Festkorpers zu beschreiben, muss der Drehimpuls des
Systems betrachtet werden. Er setzt sich aus jenen der einzelnen Massenpunkte
zusamien.
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Beispiele fiir rotierende Systeme mit Drehimpuls L
Definition 5.3: STARRER ROTATOR

Bei einem starren Rotator dndert sich die Lage der Drehachse nicht.

Definition 5.4: KREISEL

Bei der Drehbewegung eines Kreisels bewegt sich die Drehachse im
Raum. Es gibt nur einen Fizpunkt, sofern die Lage des Schwerpunk-
tes im Raum festliegt.

Fiir den Drehimpuls eines einzelnen Massenpunktes ¢ haben wir frither bereits
erhalten:
Li =7 X p; = 75 x (m - ;)

Dabei wurde ein willkiirlicher Bezugspunkt 0 gewéhlt. Die zelthche Anderung
von L wird immer durch die Einwirkung eines Moments M; verursacht, d.h.
dL; /dt = M;. Fiir unser Teilchensystem gilt entsprechend

AL d — » dL; T,
@ w =l g = M=

Fiir dL /dt sind nur die duleren Momente verantwortlich, denn innere Momente,
die durch Wechselwirkungskrifte bedingt sind, heben sich wegen des 3. New-
tonschen Axioms immer paarweise auf:

=

dL -

dt - ext

Eine Anderung des Gesamtdrehimpulses erfordert ein &uferes Drehmoment. Oh-
ne duflere Momente bleibt der Gesamtdrehimpuls erhalten. Wir stellen fest,
dass der Drehimpuls |l_:| von der Winkelgeschwindigkeit w und der Verteilung
der trigen Massen im Korper abhiingt. Andern wir die Massenverteilung, dann
&ndert sich auch w, so dass |L| erhalten bleibt.

5.5 Emnergie eines Vielteilchensystems

Die Geschwindigkeit v; eines Massenpunktes kann zusammengesetzt werden aus
zwei Anteilen:

e Schwerpunktsgeschwindigkeit ¢’y von S

e Geschwindigkeit des i—ten Massenpunktes u; bzgl. .S

Die Geschwindigkeit u; ist die Geschwindigkeit, die in einem mit S mit-
bewegten Koordinatensystem gemessen wird.
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Die Gesamtgeschwindigkeit ergibt sich also durch die Addition der beiden An-
teile, d.h. ¥; = U5 + @;. Das Quadrat dieser Geschwindigkeit ist dann

v = vl +2- (T - ;)

Als kinetische Energie des Massenpunktes Wy, erhilt man daher:

1
Wi = S™ % my o2
3 5 Y
1
= 5 vf—kg 3 mi~uz—|—g m; - (Us - U;)
= 5 v+ —2”~u?+§ m - (Ts - ;)

= Whiin,s + Whiin,int + Us - Z(ml - ;)

9

. 27 mi-p

Da aber der Schwerpunkt Koordinatenursprung ist, ist 7’y = &4 — = 0. Damit
ist aber

Somit gilt fiir die kinetische Energie des Vielteilchensystems, dass sie sich aus
der kinetischen Energie der Schwerpunktsbewegung und der kinetischen Energie
des Massenpunktes bzgl. des Schwerpunktes zusammensetzt:

1
Wkin = 5 - M - ’UE + Wk:in,int
Die potentielle Energie aufgrund innerer Kriéfte ist unabhéingig vom Bezugssys-
tem. Wird am Teilchensystem keine Arbeit durch duflere Krifte verrichtet, so
bleibt die innere Energie U konstant:

U= Wkin,’int + Upot,int = konstant

Rotationsenergie eines starren Korpers

Wir betrachten jetzt einen starren Korper, d.h. die Massenpunkte mit der Mas-
se m; behalten ihre gegenseitigen Abstdnde immer bei. Wir berechnen nun die
kinetische Energie des starren Korpers, die in seiner Rotation mit der Winkel-
geschwindigkeit w um eine Achse durch S enthalten ist (siehe Abbildung 5.1).
Fiir ein Massenelement Am; gilt mit der Bahngeschwindigkeit v;:

1

K2
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Abbildung 5.1: Schematische Darstellung zum starren Korper

Dazu kommt noch Wy, s = %M ~v§, wenn sich der Schwerpunkt S bewegt. Aus
der obigen Gleichung ergibt sich unter Verwendung von o; = @ X pj:

1
AW, = §Ami w? - p?
Hier ist p; der Abstand von Am; zur Drehachse. Als Gesamtenergie erhélt man

dann durch Summation iiber alle Massenelemente und weil w fiir alle Werte von
p; gleich grof ist:

2
W:ZAWi:%ZAmZ—-p?:%J-w2 (5.1)

Definition 5.5: TRAGHEITSMOMENT

Die Griéfle J gemdfs der folgenden Definitionsgleichung wird als
Tragheitsmoment bezeichnet:

J:ZAmi~p?

Wdhlt man die Massenverteilung hinreichend fein, so integriert man
iber alle infinitesimalen Massenelemente:

J= /dm~r2 (5.2)

Bei Rotation um eine beliebige, zur Achse durch S parallele Achse, gilt (vgl.
Literatur) mit s dem Abstand der beiden Drehachsen der
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Satz von Steiner

JA2J5+M~82 (5.3)

Man erhélt ferner durch die Einfithrung des Trégheitmoments

Drehimpuls eines starren Korpers

L=J-& (5.4)
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5.6 Stof3probleme

5.6.1 Einfiihrung

Wir wollen die Erhaltungssétze fiir Energie und Impuls auf den Zusammenstof3
zwischen zwei Massen m; und ms anwenden. Nihern sich nun m; und msy mit
U1 bzw. Uy auf geradlinigen Bahnen. Bei kleinen Absténden erfahren sie eine
Ablenkung wegen des Zusammenstofes. Bei grolen Absténden entfernen sich m;
und mo wieder auf geradlinigen Bahnen, aber mit geinderten Geschwindigkeiten
¢} und 4. Wenn in einem kurzen Zeitintervall At eine merkliche Ablenkung
Ap auftritt, so miissen in At grofie Krifte F am Werk sein. Thnen gegeniiber
kann man Reibung, Schwerkraft u.s.w. vernachléssigen. Stoprozesse spielen eine
grofle Rolle:

o Wirmelehre: Stoe zwischen Gasatomen und auf Wénde erzeugen den
Druck in einem Gas.

e Chemische Reaktionen: Bei Stoffwechselvorgéngen, in der Industrie und
der Umwelt. Sie sind meistens mit der Ubertragung von kinetischer Ener-
gie in andere Energieformen verbunden.

e Billard—Kugeln: Hier findet praktisch keine Umsetzung von kinetischer
Energie in andere Energieformen statt. Es handelt sich um elastische
Stofe.

e Stofiprozesse zwischen radioaktiver Strahlung und Gewebe

e Kernphysik: Stoflende Teilchen kénnen sogar ihre Identitét dndern.

Klassifizierung moglicher Stof3prozesse

Wir werden uns ein wenig spezialisieren. Die Kréfte sollen in Richtung der Ver-
bindung der Massenmittelpunkte von m; und mso zeigen. Daher brauchen wir
nur Energie— und Impulssatz. Sonst kénnten wir auch Drehimpuls iibertragen.
Unser Handwerkszeug sind, weil nur innere Kréfte beim Stofl wirken, die Erhal-
tungssétze fiir den Impuls

ﬂ - — —
my - U1 + Mg U2 =M1 -U; + Mg - Uy

und fiir die Energie

1 -2 1 -2
§m1-6f+§m2-ﬁ§= §m1-0’1+§m2~v’2+AW

Definition 5.6: ELASTISCHER STOSS

Bei einem elastischen Stof8 bleibt die kinetische Energie des Systems
erhalten, d.h. sie wird nicht in andere Energieformen umgesetzt.
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Definition 5.7: INELASTISCHER STOSS

Bei einem inelastischen Stof wird die kinetische Energie in ande-
re Energieformen umgesetzt oder umgekehrt. Die kinetische Energie
kann sowohl grifier als auch kleiner werden.

Die kinetische Energie wird kleiner, wenn beim Stof§ Reibung auftritt. Sie kann
aber auch grofler werden, wenn beispielsweise eine chemische Reaktion o.a. aus-
gelost wird.

Definition 5.8: ZENTRALER STOSS

Der Stoff verlauft immer auf der Verbindungslinie der Massen—
Mittelpunkte. Im Fall des zentralen Stofies kénnen die Vektorpfeile
weggelassen werden.

Bemerkung:
Der allgemeine Fall m/ # m; soll hier nicht betrachtet werden.

5.6.2 Elastischer Stof3

Seien zunéchst mq; = my = m und v5 = 0, d.h. der zweite Korper ruht. Der
Stofl muss nicht zentral sein. Der Energiesatz gibt:

Aus dem Impulssatz folgt zuséitzlich ¥} = 17’1 Y . Quadrieren wir den Impuls-
satz, so erhalten wir:

- - -2 -2 - -
U7 = (V1 +0'2)? =] + 075 +2- (V- 0)5)

Der Vergleich mit dem Ergebnis des Energiesatzes zeigt, dass fiir das Skalarpro-
dukt gelten muss:

(’l;;l . 1;;2) = 0
Des Weiteren sollen nun drei Fille gesondert betrachtet werden:

° 171 = 0 d.h. 17’2 = v7 Ein Beispiel fiir diesen Fall ist das Stofpendel.
Teilchen mo fliegt mit der Anfangsgeschwindigkeit v, weiter.

e v/5 = 0 Das Teilchen my hat nicht getroffen.

e Nicht zentraler Stof}: Das Skalarprodukt V1 - 07y ist Null. Folglich stehen
die beiden Geschwindigkeitsvektoren senkrecht aufeinander und die beiden
Massen fliegen unter 90°voneinander weg.

Im Folgenden handle es sich um einen zentralen Stof8 mit ungleichen Massen
d.h. m; # mgy. Die Vektorpfeile kénnen nun weggelassen werden. Es gilt wieder
der Impulssatz
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/ !/
mi U1+ Mo U2 =My - V] + Mg Uy
und der Energiesatz
1 1 2 1 2
2 2 / /
My V] + Mo V5 = <-M1 -V 1+ =Mz 0V
2 ) 272 1o 2

Durch geeignetes Umformen erhélt man (siehe Literatur):

, (m1 m2) 2-my
my-v] = SV ————— Mg - Uy
(m1 + my) +m2) (my + ma)
— 2-mo
My - vy = (my =) "My Vg + My -V
2772 (m1 + mg) 202 (mq 4+ mg) e

Aus diesen Gleichungen ergibt sich fiir die Geschwindigkeiten nach dem Stof:
9.
(m1 —ma) ot ma
(m1 +my) (m1 +mg)
(MQ — ml) 2 M

o= cvg + . 5.6
Y2 (m1+ma) 2 (my +ma) (56)

- V2 (55)

Fiir den Spezialfall v = 0 und m; = mo erhalten wir wieder wie friiher:

vh=v; und v; =0

Im Fall eines Stofles senkrecht auf eine Wand ist wegen mso > m; die Geschwin-
digkeit vo = 0, d.h. die Wand bewegt sich nicht. Auflerdem ist in diesem Fall
v) = —vp und

Ap=myi(vy —v))=2-my-v;=2-p;

Die Wand nimmt den Impulsiibertrag Ap = 2 - p; auf. Die Energie W; bleibt
dabei erhalten.

Energieiibertrag beim zentralen elastischen Stofl zwischen ungleichen
Massen

Es gelten die Gleichungen (5.5) und (5.6). Wir wihlen unser Bezugssystem so,
dass es sich mit der Masse my mitbewegt, d.h. mit v, gegeniiber dem bisherigen
System gleichférmig bewegt wird. Dabei d&ndert sich physikalisch offenbar nichts,
aber die Gleichungen vereinfachen sich zu:

r (ml - m2)
v = ——= 1
(m1 + mz)
’ 2. mi
Vy = —— U

(m1 +mo)
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Dann ist die Energieiibertragung AFE einfach

AE:@'U,§:2.m2.m%.,2U%
2 (m1+m2)

Bezieht man AFE auf die Energie Fy = 5 - v?, so erhiilt man:

AE 4-m1-m2

Fl o (m1 + m2)2

Anwendung;:

Abbremsung schneller Neutronen in Kern—Reaktor. Man braucht Teilchen mit
moglichst dhnlicher Masse. Man wéhlt z.B. schweren Wasserstoff, also Was-
serstoff mit der Kerladungszahl Z=1, der aber neben einem Proton noch ein
Neutron im Kern hat, oder Graphit '2C. Eine Nebenbedingung ist, dass die
Neutronen durch den Stofipartner nicht absorbiert werden sollen. Dies schlief3t
offenbar H-Atome fiir die Moderierung aus.

Raketengleichung

Veranschaulichung von Stosserscheinungen: Betrachtet wird eine Rakete.
Sei...

dm7: die Masse an Treibstoff, die in dt ausgestofien wird.

vp: die Geschwindigkeit der Treibstoffmolekiile (relativ zur Raketengeschwin-
digkeit).

d#: die Anderung der Raketengeschwindigkeit, hervorgerufen durch den abge-

gebenen Impuls dmy - vr.

Mit Hilfe des Impulssatzes kann die Endgeschwindigkeit der Rakete ausgerech-
net werden. Der Impuls des in d¢ ausgestofienen Treibstoffes ist dmr - |Ur| =
|dpp|. Aufgrund der Impulserhatung muss die Rakete eine Impulsénderung um
den selben Betrag erfahren.

mpg - ‘d17| = me . |UT|

Nun ist aber dmy = dmg.

mR-dU = dmR "UT
. dmgr
dv = —— -Ur

mg

Die Losung dieser Gleichung ergibt die Raketengleichung:

. . m(t),
t)=1uvp-1
U(t) = U - In( - ) + o
Mit einer einstufigen Rakete (vg = 0) kann man etwa die Geschwindigkeit der
Treibgase erreichen. Dies reicht nicht, um den Anziehungsbereich der Erde zu
verlassen!
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Anwendung der Stof3igesetze in der Elementarteilchenphysik

Steuprozesse zwischen Teilchen, die an einem elastischen/inelastischen Prozess
beteiligt sind, gehtren zu den wichtigsten Informationsquellen. Die Zeit ist zu
kurz, um den unmittelbaren Ablauf des Stossprozesses zu verfolgen. Die Bah-
nen der beteiligten Teilchen werden anhand der Ionisierung, die sie ldngs ihrer
Bahnen bewirken, bestimmt.

e Wilson‘sche Nebelkammer: In iiberséittigtem Dampf wirken Ionen als Kon-
desationskeime, an denen sich Nebeltropfchen bilden. Sie kénnen photo-
graphiert werden.

e Blasenkammer: In iiberhitzer Fliissigkeit liegt Siedeverzug vor. Er wird
lings der Spur aufgelost; die Fliissigkeit verdampft dort. Die entstehenden
Dampfblasen werden photographiert.

Nebel-/Blasenkammer liefern die Richtung des Impulses. Um den Betrag des
Impulses zu erhalten, wird das Spurnachweisgerdt mit einem Magnetfeld iiber-
lagert. Dadurch werden die Ionen abgelenkt. Der Bahnradius ist proportional
zum Betrag des Impulses.

Elastischer Stof3, allgemeiner Fall:

Wir stellen fest, Krifte werden nur in Richtung der Verbindung der beiden
Schwerpunkte iibertragen: ﬂg und f;l. Hierbei handelt es sich um eine Idealisie-
rung! Wenn dies nicht mehr der Fall ist, brauchen wir noch den Drehimpulssatz.
Dann ist

(F1 —72) X fi2 #0

und es kann Drehimpuls ausgetauscht werden. Wenn nur Kréfte in Richtung der
Verbindungsachse 7 — 75 wirken, dann kann nur Impuls ldngs dieser Richtung
ausgetauscht werden. Wir zerlegen die Impulse p; und p} in ihre Komponen-
ten senkrecht (s) und parallel (p) zur Verbindungsachse der Schwerpunkte. Die
Komponenten (s) werden beim Stof nicht gedndert, d.h. es gilt p}, = p1s bzw.
phy = pas. Fiir die Komponenten (p) kénnen wir die fiir den zentralen Stof
erhaltenen Formeln verwenden.

5.6.3 Inelastischer Stof3

Wir behandeln den inelastischen Stofi zwischen zwei Massen. Es gelten wieder
der Impuls— und der Energiesatz, doch ist AW nun nicht mehr Null. Wir be-
trachten den Spezialfall, dass sich beide Massen nach dem Stof8 miteinander
verkoppeln, d.h. v] = v} = v'. Es stellt sich die Frage, wie grof} in diesem Falle
AW ist. Ein realistischer Fall ist der inelastische Stofl mit zwei Sandsécken. Es
gilt der Energiesatz:

1

1 2 2 _
§m1-111+—m2-v2—

5 mi +ms) v + AW

5
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sowie der Impulssatz in der Form

—

Mo - U1 + My - Ug = (m1 —l—mg)-?)
Hieraus erhilt man durch einfaches Umformen eine Gleichung fiir v’:

U—;_ my - U1 +mag - Ug
(m1 + m2)
Setzt man dieses Ergebnis in den Energieerhaltungssatz ein, so erhalten wir fiir
AW:

mi-Mmo

.
j g ()

N
(m1 + mo

Wir hatten gelernt, dass man die gesamte kinetische Energie zerlegen kann:

Wkin = Wkin,Relativ + Wkin,Schwerpunkt

Die kinetische Energie der Schwerpunktsbewegung bleibt erhalten, da ein abge-
schlossenes System vorliegt.

Anwendung: Ballistisches Pendel

Ein schnelles Geschoss wird in einen Klotz geschossen. Wir wissen, dass die ki-
netische Energie der Schwerpunktsbewegung beim Stof als mechanische Energie
erhalten bleibt. Nur sie kann Hubarbeit verrichten, d.h. den Klotz auslenken.
Aus obigen Formeln kann man dann die Geschossgeschwindigkeit ermitteln.

- mp-U)
v = —
mi + Mo
wegen mo K mMy:
ORI
VY — U1
ma
D.h. die Geschossgeschwindigkeit vy verringert sich nach dem StoB um 1.

Wegen

ma-g-h=
gilt

v'=14/2-g-h

h 1dsst sich iiber den maximalen Auslenkungswinkel bestimmen. Fiir kleine Aus-
lenkungswinkel gilt:

b~ Smaz * Xmax

l
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5.7 Dynamik starrer Korper

5.7.1 Starrer Rotator

Ein starrer Rotator rotiert um eine raumfeste Drehachse. Die Winkelgeschwin-
digkeit & gibt die Richtung dieser Achse an. Offenbar gilt:

J=> m;-R}

wobei 7; = d_; + ﬁl Die Bahngeschwindigkeit ¢; von m; ist
172‘ =@ X Féi

Der Drehimpuls des Rotators beziiglich des Ursprungs kann dargestellt werden
als:

Li = m;- (7 x W)

= mi- ((di + By) x @)

= m;-(d; X T;) +my- (R X 1)
L = Li+1I

L || ist parallel zu & und damit zeitlich konstant in Betrag und Richtung. Offenbar
ist

L | steht normal auf EH und rotiert um die Drehachse. L 1 ist im allgemeinen
nicht 0. Nur wenn die Drehachse gleich der Symmetrieachse des Korpers ist,
verschwindet sein Beitrag. Denn wenn die Rotation um eine Symmetrieachse
erfolgt, so gibt es zu jedem m; ein dazu symmetrisches Massenelement, fiir
das v; durch —v; ersetzt ist. D.h. diese Beitréige zu L 1 kompensieren sich und
EL =0.

Wir betrachten die Fille

e Fall 1:
Li=0
e Fall 2:
L, #0

In beiden Féllen benétigen wir die Grundgleichung der Dynamik fiir Drehbewe-
gungen:
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-

dL -

=M

dt
Fall 1:
Die Rotation um || muss nicht zeitlich konstant bleiben! Aus der allgemeinen
Grundgleichung erhalten wir:

dL” d N .
a ~a =M

In einem abgeschlossenen System gibt es keine dufleren Momente, d.h. M = 0.
Daraus folgt, dass EH = J - &J = konstant.

Dieser Fall tritt zum Beispiel bei Elementarteilchen auf: Die meisten Elementar-
teilchen besitzen einen , Eigendrehimpuls® (,,Spin“). Dieser bleibt zeitlich kon-
stant, solange kein Drehmoment in Richtung des Spins am Teilchen angreift.
Der Spin ist zur Charakterisierung von Elementarteilchen genauso wichtig wie
Masse, Ladung oder Radius.

Fall 2:

Die Rotation sei gleichformig, d.h. & ist konstant. Wieder folgt, dass EH konstant
ist.

Statische Unwucht im Fall 1

Die Drehachse soll nicht durch den Schwerpunkt gehen. Das Lager muss eine
Zentripetalkraft aufbringen, um die in S vereinigt gedachte Gesamtmasse auf
ihrer Kreisbahn zu halten. Diese betragt:

FZP:M~w2~RS

Dynamische Unwucht im Fall 2

Die Richtung von @ fdllt nicht mit der Symmetrieachse zusammen, sie geht
aber durch den Schwerpunkt. = L # 0. L, dreht sich um @ mit der Winkel-
geschwindigkeit w.

‘AI_:L| = EL -Agp
NN
dL, - -
i 19 1w

Richtung und Betrag von % stimmen mit dem Vektorprodukt & x L, iiberein.
Daraus folgt:
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7 = X l_: 1
Wegen
dL,
— =M
dt
wird (Wenn dL—L # O) auf die Achse ein Drehmoment senkrecht zur Drehachse

ausgeiibt (M = & x L 1) M versucht, die Drehachse zu kippen!

Dynamisches Auswuchten beinhaltet, dass die Drehachse mit der Symmetrie-
achse des Korpers zusammenfillt oder anders ausgedriickt: Dynamisches Aus-
wuchten bedeutet, dass L, zum Verschwinden gebracht wird.

Rotation um freie Achsen

Erfolge anfangs die Rotation nicht um eine Symmetrieachse, sondern um ei-
ne beliebig orientierte Schwerpunktsachse. Die Rotationsachse wird durch die
Anderung von L, gekippt, bis sie mit der Symmetrieachse iibereinstimmt.

Die Zentrifugalkrifte in den beiden Hélften des rotierenden Korpers bilden ein
Kriftepaar, das Zentrifugalmoment. Es verschwindet nur, wenn der Koérper um
eine Symmetrieachse durch den Schwerpunkt S rotiert.

Jeder Korper hat zwei, aufeinander senkrecht stehende, durch S gehende Achsen,
die zum groBiten bzw. kleinsten Tragheitsmoment gehoren. Es gibt aber drei
Freiheitsgrade der Rotation im Raum. Die dritte Achse ist jene, die auf die
beiden anderen Achsen senkrecht steht.

Definition 5.9: FREIE ACHSEN
Bei diesen drei Drechachsen wird auf den rotierenden Korper keine
Kraft/ kein Moment ausgetibt. Sie heifien deshalb freie Achsen.

Offenbar fallen dann bei Rotation um die freien Achsen Drehimpuls L und
Drehvektor in ihrer Richtung zusammen. Nennen wir diese drei Achsen a, b und
¢, dann bedeutet obige Aussage offenbar, dass der Drehimpuls L fiir die Rotation
um eine beliebige Achse geschrieben werden kann als

L = L,+1ILy+1L.
J a+<]b'wb+<]c"*_jc

Oﬁ’enbag liefert diese Beziehung korrekt, das§ bei Rotation um eine freie Achse,
z.B. a, L, und &, gleiche Richtung haben (L, = J, - &,).
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5.7.2 Kreisel

Definition 5.10: KREISEL

Ein Kreisel ist ein starrer Korper, dessen Bewegung im Raum so
erfolgt, dass lediglich ein Punkt seine Lage im Raum beibehdlt (Fiz-
punkt). &(t) ist zeitabhdngig!

Definition 5.11: SYMMETRISCHER KREISEL

Symmetrische Kreisel sind um eine Figurenachse, die durch S geht,
rotationssymmetrisch.

Wir betrachten im Folgenden nur symmetrische Kreisel.
Einige wichtigen Groflen:

e Bahngeschwindigkeit o;(t):
Ui(z) = @i(t) x 7i(t)
wobei d(t) seine Lage im Raum veréndern kann.

Bei der kriftefreien Bewegung gelten folgende Erhaltungssétze:

e [ ist konstant in Betrag und Richtung.

e Die Rotationsenergie W, ist konstant.

1
Weot = §J w?
1
1-
Wrot iL - = konstant

Kriftefreier Kreisel

Von einem kréftefreien Kreisel spricht man, wenn am Schwerpunkt S kein Dreh-
moment M beziiglich des Fixpunktes O angreift, d.h. dass der Schwerpunkt der
Fixpunkt sein muss. Es gelten der Drehimpuls- und der Energieerhaltungssatz.
Einfacher Fall

Dreht sich der Kreisel um seine Figurenachse F', so fiillt diese mit & und L
zusammen. Die Rotation erfolgt dann, wie bei dem starren Rotator, um eine
raumfeste Achse.

Allgemeiner Fall

@ liegt in einer beliebigen Richtung. E, @ und die Richtung der Figurenachse
fallen nicht zusammen.

Qualitative Betrachtungen
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Bewegung von &:
Der Energiesatz liefert

[l

Wit = - W = konstant

S~

|L| - wy, = konstant

N = DN =

wobei &y, die Komponente in Richtung von L ist. Wegen |E| = konstant, folgt,
dass |@1| konstant ist. @ durchliuft einen Kegel um L (Rastpolkegel).
Bewegung der Figurenachse F":

Lassen wir den Kreisel zunéchst um F' rotieren:

1
Wirot = §JF : W%‘

Moge jetzt ein Drehmoment M senkrecht zu F einwirken. Offenbar bleibt die
Richtung von F nicht mehr erhalten, da die Drehimpulsbilanz geéndert wird. Al-
lerdings #ndert sich W,.,; nicht (die Rotationsgeschwindigkeit ist unveréindert).
Daraus folgt, dass |@p| erhalten bleibt. @p beschreibt einen Kegel um L (Nuta-
tionskegel).

Man kann sich die gemeinsame Bewegung von F und & auf zwei Kegeln um L
mit Hilfe eines dritten Kegels (Gangpolkegel) verdeutlichen. Er ist starr mit der
Achse F' verbunden, berithrt den raumfesten Rastpolkegel entlang von & und
rollt auf ihm ab. Die Beriihrungslinie von Rastpol- und Gangpolkegel liefert &.

Abbildung 5.2: Rastpol-, Nutations- und Gangpolkegel

Wir hatten



5 Teilchen und Teilchensysteme II: Teilchensysteme 97

L = E”-i-EJ_
L = Jp-Gp+JL @1
&b = WGpt+dy

Offenbar fallen L und & deswegen nicht zusammen, weil die Anteile aus denen
sie sich zusammensetzen, nicht zueinander proportional sind (Jr # J ). Jedoch
bleiben die Léngen von & und &g erhalten; sie laufen auf Kegeln um L. Offenbar
liegen &, Wr und L immer in einer Ebene.

Bewegung von symmetrischen Kreiseln unter dem Einfluss duflerer
Kriifte, Prizession

Am Kreisel greife ein dufleres Moment M an. 4L = liefert, dass dann die

dt
Richtung von L nicht erhalten bleibt.
Beispiel:
Wenn der Kreisel nicht S als Fixpunkt hat, so greift auf Grund der Schwerkraft
das Moment

—

M:Fosxm-§

an. M steht normal auf L. Daraus folgt, dass | L| erhalten bleibt und |dL| = L-dep.
Weiter gilt:

dL .
= = |M
= = 1]
d -
L.d_f = [M|=m-g-ros
oy = e 1M
dt L
w _ m-g-Tos
P Jw

Es bilde jetzt L den Winkel o mit der Vertikalen:

M rog-sina-m-g

wp=— = -
L J-w-sino
_m-g-ros
YPE TS

Allgemeiner Fall

& hat nicht die Richtung der Figurenachse. Die Figurenachse umlauft die L-
Achse, welche um die Kraftrichtung prézediert. Die genaue Bahn héngt von wp
und der Nutationsfrequenz €2 ab.
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Prizession unter dem Einfluss eines konstanten Drehmoments

Bei der Prézession des Kreisels im Schwerefeld dreht sich die Richtung von
M= ToD X FG mit der Prazessmn mit. Wir betrachten noch den Fall, dass auf
den Kreisel ein konstantes M (also konstante Richtung) ausgeiibt wird. Wegen

dL = M - dt

richtet sich der Kreisel in Richtung von M aus.

Beispiel

Einstellung eines Kreiselkompasses in die Nordrichtung

Der Kreisel befindet sich am Aquator. Er ist horizontal drehbar gelagert. Seine
Achse wird durch M gekippt, bis sie parallel zur Erdachse steht. Der Kreisel
zeigt dann die N-S-Richtung an.

5.7.3 Rotatorische Relativbewegung

Wir betrachten die durch die Bewegung des Koordinatensystems bedingte Be-
schleunigung:

Fall 1: Der Kérper ruhe im bewegten (rotierenden) System.

Er erfiahrt eine Radialbeschleunigung

ar =@ x (& xT)

die ihn auf der Kreisbahn hiilt. Im rotierenden System registriert der Beobachter
also d@,. = —a, (Zentrifugalbeschleunigung).

Fall 2: Der Korper bewegt sich mit ¢/ im rotierenden System.

Wir lassen einen Massenpunkt aus dem Zentrum (Drehachse) mit ¥ starten.
Der Beobachter im rotierenden System stellt eine Abweichung von der geraden
Bahn fest, da sich das Koordinatensystem unter dem Massenpunkt wegdreht.
Radial hitte sich der Massenpunkt in t um r = v - t bewegt. Andererseits hat
ein Punkt auf r den Weg s = w - r - t zuriickgelgt. Einsetzen fiir r liefert

s=w-v-t?

Aus dem Vergleich mit

2
S ('

folgt a. = 2 - v - w oder verktoriell
e = 20X &

Die Beschleunigung a. heifit Coriolis-Beschleunigung.
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5.7.4 Deformierbare Festkorper: Auswirkungen Aduflerer
Krafte und Momente

Bisher haben wir uns zunéchst mit einfachen Mehr-Teilchen-Systemen und dann
mit dem Modell des starren Korpers beschéftigt. Nun wenden wir uns dem
Verhalten deformierbarer Korper zu und benutzen dafiir das Federmodell zur
Beschreibung des elastischen Korpers.

Federn verhalten sich bei kleinen Belastungen elastisch. Das heifit, dass eine
durch eine einwirkende Kraft hervorgerufene Langeninderung riickgéngig ge-
macht wird, wenn die Kraft verschwindet. Es gilt das Hooksche Gesetz F =
—D - 5. In unserem Kristall-Modell stellen wir uns die Atome durch Federn ver-
bunden vor. Eine kleine duflere Kraft fithrt zu einer kleinen Léngenidnderung
der Kristall-Abmessung. Der Kristall zeigt elastisches Verhalten.

Begriindung des Hookschen Gesetzes

Abbildung 5.3 zeigt qualitativ den Potentialverlauf zwischen zwei Atomen in

einem Festkorper. In der Umgebung von R = Ry ist der Verlauf von V(R)
quadratisch.

E pot

|

Ro R

Abbildung 5.3: Potentialverlauf im Festkorper

F(R) = —gradV(R) x (R — Ry)
F(s) = —-D-s wobei s = |R — Ry

Grofle duBere Kriifte fithren zu irreversiblen Anderungen der Kristallstruktur.
Der Korper zeigt plastisches Verhalten.

Im Rahmen obiger Modellvorstellung (Gitter-Feder-Modell) behandeln wir jetzt
die Auswirkung duBerer Krifte Fs und Joder F}, die entweder senkrecht (ﬁs) oder
parallel (ﬁt) zur Oberfléiche angreifen. Qualitativ bewirkt F., eine Dehnung oder
Stauchung und F, eine Scherung oder Torsion.
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Druck, Dehnung, Stauchung

Die Kraft Fs steht normal auf die Oberfléiche. Sie fithrt zur Dehnung/Stauchung
aller Federn, die beansprucht werden. Die notwendige Kraft ﬁs, die bendtigt
wird, um eine bestimmte Lingendnderung Al hervorzurufen, ist proportional

zur Zahl der Federn, die gedehnt werden miissen, d.h. zur Gréfie A der belasteten
Oberfldche.

|ﬁS|NA

Eine vorgegebene Kraft |Fy| ruft bei jeder Feder eine bestimmte (dieselbe)
Langendnderung hervor. Somit ist die gesamte Langendndeung Al proportio-
nal zur Zahl der beanspruchten Federn und damit proportional zur Lange [ des
Korpers.

Al ~1

Anders ausgedriickt: die relative Léngenénderung Al/l die bei vorgegebener F,
erreicht wird, hédngt nur von F, und von dem verwendeten Material ab.

- Al
ESNT
Zusammenfassend ergibt sich
F o~ A.HNE.H.A
l l
_A LR
T T B ATE’

Definition 5.12: DEHNUNG/STAUCHUNG
€= % heifst Dehnung oder Stauchung.

Definition 5.13: ZUG/DRUCKSPANNUNG
o= % heifst Zug oder Druckspannung.

Definition 5.14: ELASTIZITATSMODUL

E heifst Elastizitdtsmodul.

Zug und Druckspannungen haben die Dimension Kraft durch (Querschnitts)-
Fliche, d.h. die Einheit der Spannung ist 1 Nm~2 = 1Pascal (Pa). Weiterhin
gebriuchlich ist die Einheit 1 bar = 10 Pa. Sie wird auch zur Angabe des Luft-
druckes verwendet und ist dort die Gewichtskraft einer Gassiule (Atmosphére)
auf eine Fliche (der Erdoberfléche).

Das Hooksche Gesetz (Al ~ F bzw. ¢ ~ o) gilt nur, solange die Federn nicht
iitberdehnt werden. Zu grofle Spannungen fithren zu plastischem Verhalten.
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Scherung

Makroskopisch gesehen, werden bei der Scherung die Gitterebenen gegeneinan-
der verschoben. Betrachtet man aber das Potentialkurvenmodell und tragt die
potentielle Energie eines Gitteratoms im Kristall als Funktion der Verschiebung
Az auf, so sieht man, dass die angreifende Kraft F, so grof} sein muss, dass
die Atome iiber die dazwischenliegenden Maxima kommen kénnen. Da man den
Abstand zwischen Atomen bei Verschiebung von Gitterebenen wenig &ndert,
sind die Extrema wesentlich flacher ausgebildet als das Minimum im Potential
zwischen zwei Atomen.

Bei der Scherung greift ein Kréftepaar an den gegeniiberliegenden Oberflichen
an. Die Gitterachsen werden gekippt, die Absténde zwischen den Gitteratomen
dndern sich dabei aber nicht. Wiederum gilt, dass, um eine bestimmte Sche-
rung Az zu erzielen, die Kraft F, proportional zur Fliche A des auf Scherung
beanspruchten Korpers sein muss.

|Fy| ~ A

Der Scherungswinkel hiangt lediglich von F, ab. Bei kleinen Winkeln gilt

—

A
FtN%:tangozgp

Fiir kleine Winkel ¢ (p < 10 Grad im BOGENMASS!) gilt immer sing =
tanp ~ .

Je dicker der Stoff ist, desto mehr Atome miissen verschoben werden. Anderer-
seits wichst Az mit der Zahl der Atome, bestimmt durch die Dicke d, an.
Durch Einfiihrung einer Proportionalitdtskonstanten erhélt man:

Az

A
d

Ft:G'

oder

Definition 5.15: SCHERMODUL
G heif$t Scher- oder Schubmodul.
Definition 5.16: SCHUBSPANNUNG

T heifit Schubspannung. Ihre Einheit ist 1 Pa.

Nur bei kleinen Schubspannungen bleibt das elastische Verhalten erhalten. Die
erzielte Scherung Ax bezogen auf die Dicke d, der Scherungswinkel, ist propor-
tional zur Schubspannung 7.
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Stoff E-modul [kbar| | Schubmodul [kbar]
Al 706 265
Cu 1225 455
Edelstahl 1991 700
Ni 2060 78,5

Wir erwarten, dass Festkorper gegeniiber Scherung ,, weicher sind als gegeniiber
Stauchung, da keine Gitterabsténde gedndert werden miissen. Sportverletzungen
sind meist Scher- oder Torsionsbriiche.

Torsion

Die Torsion eines Stabes kann auf die Scherung zuriickgefiihrt werden. Zerlegt
man einen Stab der durch ein Drehmoment belastet wird in einzelne Hohlzy-
linderelemente, so werden diese auf Scherung beansprucht (Scherwinkel «). Fiir
den Zusammenhang zwischen Verdrillungswinkel ¢ und dem Verdrillungsdreh-
moment M ergibt sich:

M==-G-—.¢p

7r
2 l
wobei R der Radius des Stabes ist und [ seine Lénge. G wird manchmal auch
Torsionsmodul genannt. Die Mitte des Stabes (neutrale Faser) wird nicht bean-
sprucht. Sie kann durch Spannungsdoppelbrechung sichtbar gemacht werden.



Kapitel 6

Warmelehre

6.1 Einfiihrung

Wir wollen nun unsere Modellvorstellung eines Gases préazisieren. Wir hatten als
Gasmodell ein Ensemble von Massenpunkten angenommen, die miteinander nur
dann wechselwirken, wenn sie zusammenstoflen. Dabei wird Impuls und Energie
ausgetauscht. Dies fiihrt zu einer Verteilung der Geschwindigkeitsbetrige um
einen Mittelwert. Dieser héngt von der Temperatur ab! Wenn Gasatome auf
Gefafiwéande treffen, wird Impuls auf die Wand iibertragen. Wegen F = dp/dt
wird bei der Ubertragung von Impuls auf die Winde eine Kraft ausgeiibt.

Wir werden diese Vorstellungen noch etwas detaillierter fassen, um die makro-
skopischen Gaseigenschaften, d.h. seine Zustandsgrofien

e Druck p
e Volumen V

e Temperatur T’

zu beschreiben und um diese Grofien zu verkniipfen. Dies fithrt zur Zustands-
gleichung von Gasen.

6.2 Kinetische Gastheorie 1

Wir fithren zunéchst die Modellvorstellung des idealen Gases ein.

103
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6.2.1 Ideales Gas

Definition 6.1: IDEALES GAS
Ein ideales Gas besitzt folgende Eigenschaften:

1. Die Atome sind punktférmig.

D.h. der Atomdurchmesser ist gegeniiber dem mittleren Abstand
der Atome in der Gasphase vernachlissigbar.

2. Bei Stoflen der Molekiile untereinander oder mit Winden wird
Impuls und Energie ausgetauscht. Die Stofle sind elastisch.

3. Alle Geschwindigkeitsrichtungen kommen gleich hiufig vor.

4. Die Betrige der Geschwindigkeiten haben eine Verteilung
(Maxwell-Verteilung) um die mittlere Geschwindigkeit .

5. Fihrt man dem Gas Energie zu (Erhitzen, Stempeldruck), so
dndert sich die kinetische Energie der Atome. = Die mittle-
re Geschwindigkeit v hdngt von der Temperatur des Gases ab:
(7).

Wechselwirkungspotential fiir die Beschreibung der Wechselwirkung
zwischen Atomen/Molekiilen im Rahmen des idealen Gases

Eine Wechselwirkung der Teilchen tritt nur bei der direkten Beriithrung starrer
Korper auf. Bei Abstéinden d > 2ry beeinflussen sich die Teilchen nicht. Das
Potential wird gewéhlt zu

o V(r)=0 fir |F] > 2rg
o V(r) = oo fir |F] < 2rg

Wenn ein Gas durch ein solches Potential beschrieben werden kann, ist es ein
ideales Gas.

Die Uberpriifung der Modellvorstellung des idealen Gases kann durch die Brown-
sche Molekularbewegung erfolgen. Betrachtet man Tusche oder Ruf3teilchen in
Losung unter dem Mikroskop, kann man eine Zitterbewegung der Partikel be-
obachten. Die Bewegung ist umso heftiger, je kleiner die betrachteten Teilchen
sind, beziehungsweise je hoher die Temperatur der Probe ist.

Unser Modell sagt, dass die Molekiile eines Gases Impuls auf grolere Teilchen
iibertragen. Offenbar gilt dies auch fiir die Molekiile des Losungsmittels der Pro-
be. Also sind auch die Fliissigkeitsmolekiile nicht in Ruhe, sondern haben eine
kinetische Energie, die von der Temperatur abhéngt. Wegen der gréfleren Masse
M (Trigheit) bewegen sich die grofieren Partikel entsprechend langsamer. Im
Mittel besitzen jedoch alle Partikel unabhiingig von ihrer Masse/Grofle diesel-
be kinetische Energie Wy, (T), d.h. eine Geschwindigkeit, die die Partikelgrofie
wiederspiegelt.
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1
szn = —-M-0?
2
F _ 2 ka(T)
M

Anwendungen der Brown’schen Bewegung

e Begrenzt die Empfindlichkeit von Zeigerinstrumenten, die wie Ruf3teilchen
zu zittern beginnen, wenn ihre Tragheit sehr klein wird.

e Elektronen in Metallen haben Brown’sche Bewegung. Dies fiihrt zu Span-
nungsschwankungen an den Enden des Leiters (Widerstandsrauschen). Je
heftiger die Bewegung, umso grofier der elektrische Widerstand (siehe Wi-
derstandsthermometer).

6.2.2 Herleitung des Boyle-Mariotte-Gesetzes aus dem Mo-
dell des idealen Gases

Wir setzen voraus, dass der Druck auf die Winde durch die Ubertragung von
Impuls zustande kommt, wenn dort Atome reflektiert werden (dp/dA = F =
Kraft auf die Wand).

Einfiihrung der Groéfle Druck

Wir interessieren uns im Folgenden fiir die Normalkomponente F, (,Normal-
kraft“) bezogen auf die Fliche, auf die die Kraft F einwirkt.

Definition 6.2: DRUCK

Der Quotient aus Normal(Senkrecht-)komponente der Kraft auf die
Fliche A heifst Druck p.

p= Z
Seine SI-Finheit ist 1 Nm—2 = 1 Pa.

Der Druck p ist proportional zu der Zahl N ;o3 der Stéfe der Molekiile auf den
Stempel.

P~ Ngpop

Halbiert man in einem Kolben das Volumen durch Hineinschieben des Stempels
(bei gleicher Teilchenzahl), so verdoppelt sich die Stofizahl und damit auch der
Druck. Daraus folgt:
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Boyle-Mariotte’sches Gesetz
Bei konstanter Temperatur gilt:

p -V = konstant (6.1)

Im Kolben befinden sich, unabhéngig vom Volumen, dieselbe Anzahl von Mo-
lekiilen d.h. dieselbe Materiemenge.

Definition 6.3: MASSENDICHTE

Die Massendichte p eines homogenen Korpers ist gegeben durch das
Verhdltnis seiner Masse zu seinem Volumen.

M

v

Bei der Kompression wichst p. Ersetzt man im Boyle-Mariotte’schen Gesetz das
Volumen durch V' = M/p, so erhélt man:

— - p = konstant

Fiir ein System konstanter Materiemenge gilt bei konstanter Temperatur (keine
Energiezufuhr von auflen):

P_ konstant
p

6.2.3 Luftdruck und barometrische Hohenformel

In einem Gas besteht, infolge seines Gewichts, ein Schweredruck.

Definition 6.4: NORMALDRUCK

Man bezeichnet den Druck von 760 Torr, den die Lufthiille bei
normalen Wetterbedingungen in Meereshohe auf die Erdoberfliche
austbt, als Normaldruck. Dabei entspricht 1 Torr = 133,3 Pa.

Die Gewichtskraft Fg der auf einer Fliache A lastenden Luftsdule nimmt mit

zunehmender Hohe A ab und zwar beim Anstieg von h nach h 4+ dh um das
Gewicht der im Volumen dV = A - dh befindlichen Luftsiule.

dfg=-m-g=—ph)-A-dh-g

oder

dF,
dpzTG=—p<h)~g-dh
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Dabei héingt p von h ab. Fiir eine isotherme Atmosphire (d.h. bei konstanter
Temperatur) gilt (Boyle-Mariotte):

h
P_ M = konstant

p p(h)

Wir schreiben fiir die Konstante pg/pg, wobei die Werte fiir b = 0 gelten sollen.
Po

dp=——="-g-p(h)-dh
Po
Integration liefert
lnp:f@-g~h+c
bo

wobei ¢ = In pg sein muss.

Barometrische H6henformel

_pPogh

p(h) =po-e 7o (6.2)

Es ist pg = 1,24kgm™3, py = 101,3 kPa. Damit wird

h

p(h) =po - e ssskm

d.h. nach 8,33 km sinkt pg auf pg- é; bei 5,77 km ist der Luftdruck auf £ gefallen.
In der realen Atmosphére nimmt die Temperatur mit wachsendem h ab. Trotz-
dem ist die barometrische Hohenformel fiir die untere Atmosphére eine brauch-
bare Naherung.

6.2.4 Berechnung des Gasdrucks auf eine Gefiafiwand

Der Gasdruck p entsteht durch die elastische Reflexion der Gasatome an der
Gefafiwand. Dabei haben wir gelernt, dass die Normalkomponente des Impulses
P, also |py|, ihre Richtung umkehrt. Der iibertragene Impuls |Ap,| betrigt also
pro Stof:

|Apn| =2 |Pn]l =2 v, -m

wobei v, die Normalkomponente der Geschwindigkeit und m die Molekiilmasse
ist.
Die Impulsénderung pro Zeit ist gleich der ausgeiibten Kraft F:

|Apn|

=l — Ry
At
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Wir betrachten ein wiirfelformiges Gefafl der Kantenléinge a. Dieses sei mit N
Atomen gefiillt. Tm Zeitmittel fliegen je N/3 Atome zwischen zwei gegeniiber-
liegenden Winden hin und her. Wir nehmen vereinfachend an, dass die N/3
Atome nur in Richtung der Winde fliegen (mit Geschwindigkeit ;).

Wie oft trifft ein Atom 4 auf eine Wand?

Die Flugzeit At zwischen zwei Stéflen auf dieselbe Wand ist fiir das Atom 1

At =22

Vg

Es erfolgt ein Stofl pro Intervall At. Demnach ist 1/At die Zahl der St68e eines
Atoms pro Zeiteinheit.

Wie grof} ist der in einem Stofl abgegebene Impuls Ap;?

Wir wissen, dass fiir einen elastischen Wandstof} gilt:

|Ap;|=2-m-v;

Die auf die Wand ausgeiibte Kraft F; ist (fiir ein Molekiil pro Zeitintervall At)

AD,
F = |pz|
At
, Y
— 2.m.vz.&:m ’UZ
2a a

Wie grof} ist die Gesamtkraft Fy aller N/3 Atome auf die Wand?

m N
a ©
=1

N/3

Fo=) F=
=1

W =

Definition 6.5: MITTLERES GESCHWINDIGKEITSQUADRAT

Das mittlere Geschwindigkeitsquadrat ist gegeben durch

N
— 1
UQ:N 'U,L-2
=1
Daraus folgt:
N m —
Fo==.0 2
3 a v
Wie grof} ist der Druck p auf die Wand?
F, Fs N m — N m —
= — === — 9 —F— PfF' = — -+« — -0
P=a =g 3 a® 3V

Das Boyle-Mariotte’sche Gesetz, bei konstanter Temperatur, ldsst sich jetzt fol-
gendermaflen umschreiben:
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N _
p.V:§-m~v2:konstant

Da die Form des Geféafles in der Endformel nicht auftritt, gilt diese offenbar
allgemein. Wir schreiben nochmals um:

p.v:—.N.f.m.Uz
Definition 6.6: THERMISCHE ENERGIE

1 _
5 -m-v? = Wtherm

Ist die mittlere Bewegungsenergie (Thermische Energie) eines
Gasatoms bei der Temperatur T

2
pV= g 'N'Wtherm(T)
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6.3 Temperatur

6.3.1 Einfiihrung

Der Mensch hat zwar einen Temperatursinn, allerdings reagiert er vor allem auf
Temperaturdanderungen. Dies hat sich im Laufe der Evolution deshalb so ent-
wickelt, weil Temperaturédnderungen Gefahren signalisieren kénnen. Wir wollen
die Temperatur vorlaufig definieren als den Zustand eines Korpers, den wir
mit unserem Temperatursinn als warm oder kalt empfinden. Viele physikalische
Groflen hdngen von der Temperatur ab:

e Thermische Ausdehnung von Korpern (Festkorper bzw. Fliissigkeiten)
e Druck eines Gases
e Elektrischer Widerstand von Leitern

e Strahlungsspektrum von glithenden Koérpern:
Ein Ofen glitht hochstens, wihrend von der Sonne sichtbares und auch
UV-Licht ausgeht.

e Spannung in Thermoelementen

Im Prinzip kann jede der physikalischen Groflien zur Definition bzw. Messung
der physikalischen Grofle Temperatur verwendet werden.

Definition 6.7: THERMOMETER

Ein Thermometer nutzt die Temperaturabhdngigkeit bestimmter
Grifsen zur Temperaturmessung in einem bestimmiten Bereich aus.

Wir fithren nicht gleich die endgiiltige Definition der Temperatur als physikali-
sche Grofle, gemessen in der SI-Einheit 1 K, durch.

Fiir den Alltag hat es sich bewéhrt, die physikalische Gréfle Temperatur iiber
die thermische Ausdehnung von Fliissigkeiten festzulegen.

Definition 6.8: CELSIUSGRAD

Mit ¢ kiirzt man die Temperatur ab, die mit den gangigen Haushalts-
thermometern gemessen wird. Sie wird in Grad Celsius angegeben
(C).
Bei Fliissigkeiten gilt in guter Ndherung folgender Zusammenhang zwischen
Volumen und Temperatur:

V(W) =V - (14 ~9 + e9?)

mit Vo = V(¥ = 0°C) und v dem Volumensausdehnungskoeffizienten der betref-
fenden Fliissigkeit. Es ist z.B. vy, = 0,182 - 1073 (°C)~!. Bei Alkoholen ist v
etwa 10mal so grof.

Das Messverfahren fiir Temperaturen besteht in der Bestimmung der Ausdeh-
nung die beim Erwirmen erfolgt. Dieses Messverfahren muss noch durch eine
Mafeinheit ergénzt werden. Es miissen zwei Fixpunkte festgelgt werden. Z.B.:
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e Temperatur des schmelzenden Eises = 0°C

e Temperatur des siedenden Wassers = 100°C

Beide Messungen sind bei Normaldruck (1,0135 - 10° Pa) durchzufiihren. 1/100
des Abstandes der Fixpunkte entspricht A = 1°C. Die Anzeige héngt allerdings
etwas von der Thermometersubstanz ab, weil V(J)) nicht streng linear ist. Die
relative Grofie e/ ist fiir verschiedene Thermometersubstanzen unterschiedlich.
Unter anderem auch aufgrund dieser Tatsache ist die Einheit Celsius in der
Physik nicht iiblich. Auflerdem verlangt der Bezugspunkt 0°C auch negative
Temperaturen.

Wiarmeausdehnung von Festkorpern

Ursache fiir die Ausdehnung von Festkérpern mit zunehmender Temperatur ist
das asymmetrische Potential zwischen den Atomen. Die Atome fiihren Schwin-
gungen um die Gleichgewichtslage r( aus. Je grofler die Temperatur, desto grofier
die Schwingungsenergie. Bei kleinen Temperaturen entspricht der mittlere Ab-
stand der Atome in etwa ry. Bei hoheren Temperaturen ist der mittlere Abstand
jedoch gréfler. Das fithrt zur VolumenvergréBerung (Wéirmeausdehnung).

6.3.2 Temperaturmessung

Im Prinzip wird die Temperaturabhéngigkeit einer Eigenschaft eines Korpers
ausgenutzt.

Thermische Ausdehnung

o Fliissigkeitsthermometer
Gebriuchlich sind Hg (-38°C. .. 350°C) und Alkohol (-114°C...0°C). Wenn
ein Hg-Thermometer bei 0°C und bei 100°C mit einem Gasthermometer
iibereinstimmt, differieren sie bei 50°C um bis zu 0,1°C!

o Bi-Metall-Thermometer

Zwei Metalle unterschiedlicher Lingenausdehnung werden verschweif3t bzw.
zusammengewalzt. Bei AT verbiegt sich der Bimetallstreifen. Bimetall-
Thermometer werden als Uberlastungsschutz in elektrischen Geriten ein-
gesetzt. Z.B. im Elektromotor (bei Uberhitzung wiirden die Wicklungen
verbrennen) oder im Biigeleisen (die Heizplatte soll auf konstanter Tempe-
ratur gehalten werden; bei einer bestimmten Verbiegung wird der Kontakt
geschlossen und der Stromflufl unterbrochen).

Eigenschaften sind:

— geringe Genauigkeit

— Einsatz als elektrischer Kontakt moglich
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Thermospannung

e Thermoelement
Hier werden zwei verschiedene Metalle verlotet. An der Lotstelle ent-
steht eine Kontaktspannung (Ladungstrennung!), die von der Temperatur
abhéngt. Verlotet man die beiden anderen Enden ebenfalls, so heben sich
diese Spannungen auf, solange beide Lotstellen auf gleicher Temperatur
bleiben. Ist dies nicht der Fall, so liegt eine Thermospannung an.

Utherm - a(Tl - TO)

Fe/Co: a= 50pV /Grad
Eigenschaften:

— Mogliche Verwendung als Fernthermometer

— Schnelle Anzeige

Temperaturabhiingigkeit des elektrischen Widerstandes

o Widerstandsthermometer
Der elektrische Widerstand hingt von T" ab. Er steigt bei Metallen mit zu-
nehmendem 7" an. Gebrauchlich sind Widerstandsthermometer aus Platin,
die ihren Messbereich von -123°C bis 4630°C haben. Bei tieferen Tempe-
raturen werden auch Kohle-Widerstandsthermometer eingesetzt.

Die Elektronen im Metall bewegen sich im Gitter, das aus den Ionenriimp-
fen gebildet wird. Sie haben eine bestimmte kinetische Energie (thermische
Energie, Wiperm ), die von der Temperatur abhéingt. Die Elektronen fiithren
StoB- und Streuprozesse mit den Ionen des Gitters aus. Dadurch wird der
Stromfluss behindert. Mit zunehmender Temperatur, und damit hoherer
kinetischer Energie, steigt auch die Anzahl der StoBe. = Der elektrische
Widerstand steigt mit 7" an.

Strahlungsthermometer

Bei hohen Temperaturen glithen feste Stoffe. Die Energie wird vor allem in
Form von elektromagnetischer Strahlung abgegeben. Ein Teil davon in Form
von sichtbarem Licht. Die gesamte abgegebene Strahlungsenergie hiangt von T’
ab. Es gilt das

Stefan-Boltzmann-Gesetz

W~ (T} = T3) (6.3)
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Dabei ist T die Temperatur des glithenden Korpers und Ty die Temperatur der
Umgebung. Man vergleicht nun die Strahlung im sichtbaren Bereich, die vom
Korper unbekannter Temperatur ausgeht, mit jener einer kalibrierten Strah-
lungsquelle (Pyrometer).

Die abgegebene elektromagnetische Strahlung wird durch ihre Wellenldnge A
charakterisiert. Typischerweise liegen die Wellenlédngen zwischen 0,5 und 3 pm,
wenn die Temperatur des strahlenden Korpers zwischen 1000°C und 3000°C
liegt. Triagt man P(X) gegen A auf, so erhilt man die sogenannte Planck’sche
Verteilung. Mit steigender Temperatur verschiebt sich das Maximum zu kleine-
ren Wellenldngen. Die Intensitét im sichtbaren Bereich nimmt mit steigender
Temperatur stark zu. Der Zusammenhang zwischen P(A) und A ist durch die
Planck’sche Strahlungsformel gegeben.

6.3.3 Gasgesetze

Wir betrachten nun die grundlegenden Zustandsénderungen von idealen Gasen.

Isobare Erwirmung

Hier ist p konstant. Wir untersuchen, wie sich V' als Funktion von ¢ &ndert. Wir
beginnen bei ¥ = 0°C mit dem Volumen Vj;. Dann finden wir experimentell:

V(9) = Vo(1 + 89)

mit B= 1/273,15 (°C)~!, dem thermischen Volumenausdehnungskoeffizienten.
V(¥) ist exakt linear von ¢ abhéngig.

Isochore Erwarmung

In diesem Fall ist V' konstant. Wir untersuchen, wie sich p als Funktion von
dndert und finden:

p(9) = po(1 + B'0)
wobei pg = p(¥ = 0°C) ist. Fiir ideale Gas gilt exakt 5’ = .

6.3.4 Einfiihrung der Kelvin-Skala

Wir nehmen an, dass der obige Zusammenhang bis p = 0Pa gilt. Analog fiir
V(¥). Die lineare Extrapolation von p(}) gegen p = 0 liefert die Aussage, dass
dies bei -273,15°C eintritt. Man setzt nun

T = (¥ + 237, 15)K

Dies entspricht einer Verschiebung des Nullpunktes unserer bisherigen Tempe-
raturskala: T' wird dort T'= 0K, wo der Gasdruck p = 0 Pa wird.
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Definition 6.9: KELVINSKALA

Die um 273,15 Grad verschobene Temperaturskala heifit Kelvinskala.
Die Temperatureinheit heiffit 1 Kelvin = 1 K. Dabei ist

AT = A9
Temperaturen miissen in der Physik immer in K angegeben werden!
Das Kelvin ist eine Basisgrole im SI-System. Damit wird der Zusammenhang

p(0) = po(1+ pV)

modifiziert zu

p(T) = po(1+ B(T —273,15)) = po(1 +

1)

Dadurch ergibt sich fiir den von der Kelvin-Temperatur abhéngigen Druck bzw.
das Volumen:

273,15

po-T

T =
p(T) 27315
Vo T

T =
VAT) 273,15

Beide Beziehungen lassen sich zu einer Beziehung zusammenfassen:

p-V=C-T

6.3.5 Zustandsgleichung des idealen Gases

Wir suchen nun nach dem Zusammenhang zwischen der Kelvin-Temperatur und
der mittleren kinetischen Energie eines Molekiils. Wir erhielten bisher

p(T) - V(T) ~ T
und fanden mit Hilfe der kinetischen Gastheorie auch
PV =2 N Woerm
Fasst man beide Gleichungen zusammen, so erhilt man
p-V=k-N-T

wobei wir eine neue Konstante k einfithren, um aus obiger Beziehung eine Glei-
chung zu machen.

Definition 6.10: BOLTZMANN-KONSTANTE

Die Konstante k heifit Boltzmann-Konstante. Sie betrdgt 1,38-10~23
J/K.
Weiter ergibt sich die
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Mittlere thermische Bewegungsenergie

3
Wtherm = § kT (64)

In Worten ausgedriickt heifit dies, dass Wiperm proportional zur Temperatur T'
ist. T ist das Ma# fiir die kinetische Energie der Gasmolekiile. Fiir ein Mol eines
idealen Gases lautet der Zusammenhang zwischen p,V und T

p"/mol :kNAT
mit N4 der Avogadrokonstanten. Man kiirzt nun noch ab:

k-Nyg=R

Definition 6.11: GASKONSTANTE
R heif$it allgemeine Gaskonstante und hat den Wert
J

mol - K
Damit lautet die Zustandsgleichung fiir ein Mol eines idealen Gases

R =28,314

p'Vmol:R'T

Hat man mehr als ein Mol des Gases, so muss man auf der rechten Seite mit
der Stoffmenge v (in Mol) multiplizieren. Es ergibt sich dann die

Allgemeine Zustandsgleichung

p-V=v-R-T (6.5)
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6.4 Kinetische Gastheorie 11

6.4.1 Freiheitsgrade

Wir betrachten das Gas nun als Energiespeicher. Energie kann in Form von
Bewegung der Molekiile gespeichert werden.

1. Translation
2. Rotation der Molekiile
3. Schwingungsenergie

Die ersten beiden Bewegungen sind Formen von kinetischer Energie. Bei der
Schwingung ist Energie in Form von Wy, und Wy, (Dehnung/Spannung der
Molekiile) vorhanden.

Wir betrachten nun ein einatomiges Gas:

Energie wird nun in Form von Translation der Molekiile d.h. als Wy, , gespei-
chert. Aus der Zustandsgleichung folgt:

3
Wtherm(T) - 5 -k-T

Im Mittel entféllt auf die Molekiilbewegung langs der drei Koordinaten-Richtungen
jeweils 1/2 - k - T pro Molekiil.

Definition 6.12: FREIHEITSGRAD

Die Zahl der Freiheitsgrade (FG) eines Systems ist gleich der Zahl
der Koordinaten, die notwendig sind, um die Lage des Systems ein-
deutig zu beschreiben.

Ein Gasmolekiil hat drei Freiheitsgrade der Translation. Auf jeden
FG entfallt 1/2:k - T.

Wenn ein Molekiil weitere Moglichkeiten der Bewegung besitzt, so entfillt auf
jede Moglichkeit Energie zu speichern jeweils im Mittel 1/2-k - T. Wir ordnen
jeder Bewegungsmoglichkeit einen weiteren Freiheitsgrad zu. Dann gilt:

Bei einer Temperatur T ist in jedem Freiheitsgrad im Mittel die Energie 1/2-k-T
pro Molekiil gespeichert.

Wir betrachten nun ein zweiatomiges Molekiil:

Neben den drei Freiheitsgraden der Translation kann eine Rotation in zwei Rich-
tungen, jeweils senkrecht zur Kernverbindungsachse, stattfinden. Die Energie-
speicherung erfolgt in Form von kinetischen Energie.

Eine Rotation um die Kernverbindungsachse kann nicht stattfinden, solange
wir die Atome als Massenpunkte auffassen. Die erforderliche Energie fiir die
Anregung dieser Bewegung ist sehr hoch! Ein zweiatomiges Molekiil besitzt also
zwei weitere Freiheitsgrade mit jeweils einer Energie von 1/2 -k - T.

Nun betrachten wir noch ein dreiatomiges Molekiil:

Es konnen Rotationen um drei aufeinander senkrechte Achsen stattfinden. Somit
erhalten wir in diesem Fall drei weiter FG, auf die im Mittel die Energie 1/2-k-T
entfillt.
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Schwingung/Vibration

Bei einem zweiatomigen Molekiil kann in folgender Weise Energie gespeichert
werden:

1. als potentielle Energie

(der ,,gespannten Feder®, welche die Molekiilbindung modelliert)

2. als kinetische Energie

der um den Schwerpunkt schwingenden Atome

Die Speicherung erfolgt als sowohl in Form von kinetischer als auch als potenti-
elle Energie. Auf jeden dieser beiden Freiheitsgrade entfillt wiederum im Mittel
die Energie 1/2 - k - T. Allgemein gilt: Auf jede ,Eigenschwingung® welche ein
schwingungsfiahiges System besitzt, entfillt 2 - % -k - T thermische Energie.

Eigenschwingungen

Ein zweiatomiges Molekiil hat nur eine Schwingungsmode: die Atome schwingen
im Gegentakt. Es besitzt also zwei Freiheitsgrade (1 FG kinetische Enerie, 1 FG
potentielle Energie).

Ein dreiatomiges gewinkeltes Molekiil besitzt drei Moden, bei denen jeweils alle
drei Atome mit der gleichen Frequenz schwingen. Insgesamt gibt es also sechs
Freiheitsgrade (fiir jede Mode zwei).

Ein gestrecktes dreiatomiges Molekiil besitzt vier Moden und damit acht Frei-
heitsgrade.

6.4.2 Innere Energie, Wirme und Wiarmekapazitit

Wir betrachten zunéchst ein ideales einatomiges Gas. Die Energie des Gases
liegt nur als kinetische Energie vor. Auf jeden der drei FG entféllt 1/2-k-T (im
Mittel).

Definition 6.13: INNERE ENERGIE

Die innere Energie U im Sinne der gesamten im Gas gespeicherten
Energie eines Mols idealen Gases betrdigt

3

Die innere Energie ist unabhéngig vom Gasvolumen!

Um die Anderung der inneren Energie zu untersuchen, fithren wir nun Energie
zu - und zwar in Form von Warme. Dabei sei d@ die zugefithrte Wérmemenge.
Wir betrachten zwei Félle:

1. Konstantes Volumen V:

Die innere Energie U soll um dU vergrofiert werden. Wegen der Energieerhaltung
muss zu diesem Zwecke eine gleich grofle Warmemenge d@ zugefiihrt werden.
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AWiherm = dQ =dU

Die innere Energie U(T') liegt dann in Form von kinetischer Energie der Gas-
molekiile vor.

U(T):NA%-k~T

Offenbar fiihrt die zugefithrte Warmemenge d@) dazu, dass sich die Temperatur
T auf T + dT erhoht. Dabei wichst die innere Energie auf U(T') + dU.

3
U(T)+dU:§-k~NA-(T+dT)
Damit folgt:
3
dU:§-NA~k~dT

dU ist die Zunahme an innerer Energie, wenn 7" um d7" zunimmt.
Offenbar ist die Warmemenge d@Q = dU notig, um die Temperatur um d1' zu
erh6hen. Sie betrigt fiir ein Mol:

dQ:NA-g-k“dT

Definition 6.14: MOLARE WARMEKAPAZITAT C,

Der Zusammenhang zwischen dQ und dT wird fir ein Mol Gas durch
die molare Wirmekapazitit c, beschrieben.

dQ =c¢, -dT
Wie gro8 ist im vorliegenden Fall (1 Mol ideales, einatomiges Gas) die Wirme-
kapazitdt bei konstant gehaltenem Volumen?
3 3
w=—-k-Nys== R
“ =3 473
Der berechnete Wert fiir ¢, gilt nur fiir Teilchen ohne ,innere“ FG.
Ein zweiatomiges Gas (Og, Hs. . .) hat zusétzlich zu den drei FG der Translation
zwei FG der Rotation und zwei der Schwingung.
Wenn wir T um dT erh6hen wollen, miissen wir auch die Energien, die im Mittel
auf jeden der zusitzlichen Freiheitsgrad entfallen, ndmlich jeweils 1/2- N4 -k-dT
(pro FG und Mol) zufiihren. Also gilt:
Die innere Energie U wichst bei Zunahme von 7" um d7T" um dU:

3 1 1
U =3 Na-k-dT+ 25 Na-k-dl + 2.5 -Na-k-dT

Translation 2 FG der Rotation 2 FG der Vibration
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Die zuzufithrende Wirmemenge dQ (= dU) betrigt:

iQ = ;NA-k-dT
dq 7 7
Cv_diT = iNAk—iR

Fiir ein dreiatomiges Gas gibt es drei Rotationsmdoglichkeiten.

8

ey =4-R= 5 ‘R
Vergleicht man theoretische und experimentell ermittelte c,-Werte, so sind letz-
tere meist niedriger. Der Grund dafiir ist, dass bei vergleichsweise niedrigen
Temperaturen die Schwingungen nicht angeregt werden. Die benétigte Ener-
giemengen kommen im Gas offenbar nur sehr selten vor. Die Tatsache, dass
zur Anregung einer Schwingung von mikroskopischen Systemen, hier Molekiil,
ein Mindestbetrag notwendig ist, ist klassisch nicht versténdlich. Die Erklarung
wird durch die Quantenmechanik geliefert.
Bei hinreichend grofien Temperaturen (~ 3000K) erhilt man tatséchlich den
theoretischen c,-Wert.
In der klassischen Physik kann die Amplitude eines Fadenpendels (oder allgm.
jedes Osrillators) jeden beliebigen Wert annehmen. Daraus ergibt sich auch fiir
die Gesamtenergie ein beliebiger Wert. In der Mikrophysik ist diese Aussage
nicht mehr giiltig. Die moglichen Energiewerte sind

1
Wn:(ﬂ+§)'h'yo

Dabei ist n eine natiirliche Zahl, vy die Grundfrequenz und h das Planck’sche
Wirkungsquantum (6,6-1073% Js). Um mindestens eine Energiestufe anzuregen
(Ubergang von v = 0 —1) muss

AW:H'VO

aufgebracht werden.
Als Faustregel, ob eine betrichtliche Anzahl von Molekiilen angeregt werden
konne, wahlen wir

k-Ty>h-1

Fiir T, muss also gelten

h'VO
k

T, >

Experimentell ist fiir Hy AW ~ 0,3 eV, also vy ~ 7,3-10%s~!. Damit ergibt
sich fir T, ~ 3500 K. Daher sind die Schwingungsfreiheitsgrade bei 300 K bei
Hs nicht angeregt.
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Quanteneffekte treten grundstzlich auch bei der Rotation auf. Auch dort ist
die Energie gequantelt. Infolge dessen ist bei hinreichend kleinen Temperaturen
(Trot ~ 80K) auch die Rotation nicht mehr angeregt.

2. Konstanter Druck p

Eine Temperaturerhohung um d7T" durch Zufithrung von d@ fiihrt nicht nur zur
Erhohung der inneren Energie, sondern auch zu einer Ausdehnung, wobei die
Arbei dW gegen den Druck p verrichtet wird. Hier gilt der

1. Hauptsatz der Wirmelehre

dQ = dU + dW (6.6)

In Worten: Die zugefiithrte Wérmemenge (d@) wird verwendet, um
1. die innere Energie (um dU) zu erhohen; T steigt um dT'

2. um das Gas Volumenarbeit (dW) verrichten zu lassen; dabei dehnt es sich
aus

Auch hier gilt, dass d@Q o dT ist. Somit erhilt man
dQ =cp - dT

cp ist die molare Warmekapazitét bei konstantem Druck. Offenbar muss ¢, > ¢,
sein, weil ein Teil der Wirme zum Verrichten von Arbeit benétigt wird.

¢, fiir Festkorper

Bei Festkorpern ist die Energie in den Vibrationen gespeichert. Jedes Atom kann
in drei Raumrichtungen schwingen. Jede Schwingung hat zwei Freiheitsgrade.
Im Mittel entféllt je 1/2-k-T pro Molekiil auf die kinetische und die potentielle
Energie der Schwingung. Daher betréigt die gesamte innere Energie U fiir 1 Mol:

3 3
U:NA~(§~I<:~T+§~k~T):3~k~NA~T
——
kin. pot.

Die Anderung dU bei einer Anderung von 7' um d7 lautet also
dU=3-k-Na-T
und somit gilt fiir die molare Warmekapazitit ¢, bei Festkorpern
C,=3-k-Na=3-R

Es ist anzumerken, dass die oben berechneten Werte fiir ¢, bzw. ¢, nur bei
hinreichend hohen Temperaturen gelten, da bei tiefen Temperaturen die Ener-
gie nicht ausreicht, um die inneren Freiheitsgrade anzuregen. Diese sind dann
,eingefroren”.
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6.4.3 Maxwell’sche Geschwindigkeitsverteilung und Boltz-
mann-Faktor

Fizeau-Selektor

Wie kann man die Maxwell-Boltzmann’sche-Geschwindigkeitsverteilung mes-
sen? D.h.

dN 1

—_— = egen v

w N %%
Wir lassen Atome/Molekiile aus einem Reservoir (,Ofen®), der sich auf der Tem-
peratur Ty befindet, durch ein enges Loch ins ,, Vakuum* stromen. Der Druck
po im Ofen ist typischerweise 1 Pa. Wir erhalten einen Molekularstrahl, wobei
die Richtungsverteilung gegen die Strahlachse einem Cosinusgesetz folgt

AN (9)

7 x cosV

Die Geschwindigkeitsverteilung ist gegeben durch
_dN 1

f(U)—% N

(Genauer ist der Teilchenstrom durch j(v) = f(v) - v gegeben. Siehe Kapitel 7)
Die Apparatur muss soweit evakuiert werden, dass die freie Weglinge (zwischen
zwei StoBlen) grofl gegen die Gefiifidimension ist. Dies kann durch geeignete
Vakuumpumpen erreicht werden.

Der Geschwindigkeitsselektor besteht aus zwei geschlitzten Scheiben auf einer
Achse, Abstand [, die sich mit w dreht. ¢ gibt den Verdrillungswinkel der Schei-
ben an.

Es gelangen nur jene Teilchen hindurch, welche die Strecke [ so zuriicklegen, dass
jeweils ein Schlitz bei jeder der Scheiben vorgefunden wird. Durch Anderung von
w werden Teilchen mit einer anderen Geschwindigkeit durchgelassen.

Die Flugzeit zwischen den Scheiben betrigt

Ar=L
v

Der Winkel, der in At iiberstrichen wird, muss ¢ sein, damit auch bei der 2.
Scheibe der Schlitz oben ist.

w- At =
Durch Elimination von At ergibt sich fiir die Durchlassgeschwindigkeit

l-w
V= —

14

Das durchgelassene Geschwindigkitsintervall dv héngt von der Schlitzbreite s
ab (s = R - dy) und ergibt sich zu
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f(v)-v=N(@)ocv® e 2

durch schrittweises Andern von w erhalten.

Maxwell-Boltzmann’sche Geschwindigkeitsverteilung

Wir schreiben die barometrische Hohenformel um

PO
N —£20.40.h
p(h)=po-e »o
indem wir den Exponenten mit Vj erweitern
roVo .

p(h) =Dpo - e povo 9

po - Vo M
po-Vo = v-R-T
ergibt sich
M.g-h
p(h) = po - e~ HiF

und fiir die Dichte

Fiir die Teilchenzahl n wird wegen % =m

n(h) = ng - e kT

= No - € k-T

Im Exponenten steht das Verhéltnis der potentiellen Energie in der Hohe h zur
doppelten mittleren kinetischen Energie aufgrund der thermischen Bewegung
bei T.

Es folgt nun der Ubergang zur M.-B.-Geschwindigkeitsverteilung. Die Teilchen-
zahldichte n(h) muss auch die Verteilung der Anfangsgeschwindigkeiten f(v,)
wiederspiegeln. Wir stellen uns die Entstehung der Atmosphére so vor, dass die
Atome von der Oberfliche aus gestartet sind und - je nach Anfangsgeschwindig-
keit in z-Richtung - nur eine bestimmte maximale Hohe erreichen konnten. In
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der Tat hat sich die Uratmosphére durch Ausgasen der Erdoberfliche (Vulkane
etc.) gebildet. Wir schlieflen daraus, dass wegen

1
m-g~h:§~m‘vz(h)2

die Verteilung der Anfangsgeschwindigkeiten auch als

N

muv

f(v) =C e =T

geschrieben werden kann.
Normierung auf

JAR A

— 00

m
¢= Vor k-T

Keine Richtung ist ausgezeichnet, also ist die Wahrscheinlichkeit, ein Molekiil
mit ¥ = {vg, vy, v, } zu finden, gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkei-

ten f(vg) - fvy) - f(v2) = f(vg, vy, vs).

liefert

m 3 me?

feay) =\ () o

H#ufig ist nur der Betrag von ¢ von Interesse. Dann miissen wir alle Beitrige von

v-Vektoren, die in das Intervall zwischen v und v+ dv entfallen zusammenfassen.

Je grofer v, desto mehr Moglichkeiten fiir v-Vektoren gleicher Lénge gibt es. Thre
Zahl ist proportional zum Volumen der Kugelschale 47 - v? - dv.

Maxwell-Boltzmann’sche Geschwindigkeitsverteilung

N 3 mv
f(v)dv = ]5;]) = (Q;ZT) dm e BT o (6.7)
Wir haben berechnet
dN 1
& NI

—dl\jfév) ist die Zahl der Molekiile mit |¢] im Intervall dv um |v].
Wir konnen auch fragen, wieviele Molekiile eine kinetische Energie W im Inter-
vall dW um W haben.
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AN (W)
N

3=

= f(W)-dW x VIV - %

Umschreibung auf W = 1 - m - v? liefert fiir f(v) - dv

2 1 w
—f . W.e
vT o /(kT)?

Diese Verteilung beantwortet unter anderem folgende Fragestellungen:

fW) - dw AW

o Wieviele Molekiile haben ausreichend kinetische Energie um eine chemi-
sche Reaktion mit Schwellenenergie Wg auszultsen?

e Wieviele Molekiile tragen zur Stofiionisation eines Teilchens bei? (oder zu
seiner elektronischen Anregung)

o Wieviele Molekiile der Atmosphére konnen das Schwerefeld der Erde ver-
lassen?

e Wieviele Atome eines Plasmas kénnen die Coulomb-Abstofung zwischen
den positiven Atomkernen iiberwinden um eine Kernfusion auszuldsen?

In der Praxis sind die erforderlichen Schwellenenergien immer > kT. Die Be-
dingung wird nur fiir relativ wenige Teilchen im ,,Maxwell-Schwanz* erfiillt. Die
Zahl der Teilchen, die eine gegebene Schwellenenergie Wg aufbringen kénnen ist
(in guter Ndherung)

2 Ws Ws
\/E' T

(Flache des Maxwell-Schwanzes) wobei Wg die Mindestenergie ist, die aufge-
bracht werden muss, damit der Prozess ablauft.
Die M.-B.-Geschwindigkeitsverteilung und die barometrische Hohenformel sind
Spezialfille des folgenden, allgemeineren Sachverhaltes:
Wenn ein System von Teilchen eine Reihe von Energiezustinden Wy, Wy, ... W,
annehmen kann (W; = Summe aus kinetischer und potentieller Energie), dann
ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Teilchen des Systems in Zustédnden im
Intervall dxdydz und dp,dp,dp. um W; herum befindet

Offenbar ist

W,
T

dW =g;-e ¥ -dx -dy-dz - dp, - dp, - dp.

Wobei g; das statistische Gewicht des Zustandes ¢ ist. g; driickt aus, welche
unterschiedlichen Moglichkeiten der Darstellung des Zustandes der Energie W;
bestehen.
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Definition 6.15: BOLTZMANN-FAKTOR

Der Faktor

W

e

=
S

heifst Boltzmann-Faktor des Molekiils bei der Energie W; an gegebe-
nem Ort und bei gegebenem Impuls.
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6.4.4 Reale Gase

Die Zustandsgleichung fiir das ideale Gas lautete
p-V=v-R-T

Es ist offenbar keine Verfliissigung eines idealen Gases mdoglich, da bei Fliissig-
keiten Wechselwirkungen eine wichtige Rolle spielen. Bisher wurden folgende
Vereinfachungen gemacht:

e Vernachléssigung des Eigenvolumens der Molekiile, d.h. das Molekiil wur-
de als Massenpunkt betrachtet

e Keine Wechselwirkungen zwischen den Molekiilen. Dadurch ist keine Ar-
beit notwendig, um das Volumen zu verédndern.
Definition 6.16: REALES GAS

Ein Gas, das nicht durch die Zustandsgleichung beschreiben werden
kann, heifst reales Gas.

Solche Abweichungen sind besonders grof3 unter Bedingungen, bei denen das
Gas in eine Fliissigkeit iibergeht.

Definition 6.17: DAMPF

Dampfe sind Gase, die unter Normalbedingungen flissig (fest) sind.

Modell des realen Gases

Wir gehen vom idealen Gas aus und beriicksichtigen die bisherigen Idealisierun-
gen. Wir betrachten ein Mol eines Gases.

e Der Raum, der fiir die Molekiilbewegung zur Verfiigung steht, ist wegen
des Eigenvolumens der Molekiile kleiner als V. Daher setzt man

V= (V-b)

Dabei ist b ungeféhr das Vierfache des Eigenvolumens aller Molekiile (Ko-
volumen).

e Die Krifte zwischen den Molekiilen liefern eine Anziehung.

Definition 6.18: VAN-DER-WAALS-KRAFTE

Die Wechselwirkungskrifte zwischen Atomen/Molekiilen heiffen
Van-der- Waals-Krdfte.

Sie haben dieselbe Wirkung wie ein erhohter Auflendruck, da die ther-
mische Bewegung behindert wird. Es muss zusétzliche Arbeit gegen die
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zwischenmolekularen Krifte verrichtet werden, um das Volumen zu ver-
gréfern. Im Inneren heben sich die Kréfte der umgebenden Molekiile auf
das betrachtete Teilchen auf, aber an der Wand (Grenzfliche) bleibt ei-
ne resultierende Kraft iibrig, die die Molekiile nach innen zieht. Sie ist
proportional zur Teilchendichte n der anziehenden Molekiile. n ist umso
grofer, je kleiner das Volumen V', in dem sie sich befinden, ist:
1

no 3
Die Kraft ist ebenfalls proportional zur Zahl der auf die Wand stoflenden
Teilchen selbst. D.h. nochmal zur Teilchendichte. Die Korrektur am Druck
p (der ,Binnendruck*) ist also insgesamt a/V? mit a einer Proportiona-
litdtskonstanten. Also setzt man

a

pﬂ(p+vg)

Aus beiden Korrekturen ergibt sich dann fiir 1 Mol die

Van-der-Waals-Gleichung

(b4 175) - (V.= b) = RT (6.8)

Die Konstanten a und b haben fiir jedes Gas typische Werte. Fiir beliebige
Stoffmengen gilt

av’?

V2
Wir wollen nun die Van-der-Waals-Gleichung fiir COs diskutieren. Bei hohen

Temperaturen und groflen Volumina, also kleinen Dichten, ist das Verhalten
dhnlich dem idealer Gase.

(p+ ) (V —vb) =vRT (6.9)

Definition 6.19: ISOTHERME
Eine Kurve p(V) bei konstanter Temperatur heifit Isotherme.
Definition 6.20: KRITISCHE TEMPERATUR

Man nennt die Temperatur jener Isotherme, die eine waagrechte
Tangente bei einem bestimmten Wertepaar (pr, Vi) hat, die kri-
tische Temperatur Tj.

Offenbar kann ein Gas nur fiir T' < T}, verfliissigt werden. Fiir T > T}, sieht das
p-V-Diagramm praktisch wie jenes fiir ideale Gase aus.
Aus einem V-T-Diagramm lésst sich analog der kritische Druck py ermitteln.
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Tk[K] pk[loﬁ Pa]
CO, | 304,2 7,16
H>O | 647,2 21,35

Ar | 151 4,7
He | 53 0,22
M, | 333 1,25

Aus der Zustandsgleichung erhilt man

_ 1. a
Pk = 57
8 a
T, = —-
k 27 b-R

Wir betrachten nun das p-V-Diagramm in Abbildung 6.1.

Abbildung 6.1: p-V-Diagramm fiir CO4

Lauft man auf der Isotherme zu T' = 0 °C entlang, so ergibt sich:

e Wenn Kondensationskeime vorliegen, beginnt die Fliissigkeit bei E sich
abzuscheiden.

e Bis A steigt p nicht mehr an, d.h. Volumenverkleinerung fiihrt zu weiterer
Verfliissigung. Der strichlierte Bereich (ACE) zeigt den Koexistenzbereich
von Gas und Flissigkeit.

Es stellt sich die Frage, wie man den Séttigungsdruck (gestrichelte Kurve ACE),
bei dem sich das Gas verfliissigt, erhilt. Die Gerade ACE ist so zu legen, dass
die Flidche (ABC) und (CDE) gleich sind. Bei A ist das gesamte Gas verfliissigt.
Zu weiterer Volumenverkleinerung muss ein sehr grofier Druck aufgewendet wer-
den. Kurze Stiicke der Kurve (ED) und (AB) kénnen durchlaufen werden, wenn
Kondensationskeime fehlen bzw. Siedeverziige auftreten. Die Verfliissigung von
Gasen allein durch Kompression ist dann mdoglich, wenn die Isotherme mindes-
tens eine waagrechte Tangente hat.
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6.4.5 Joule-Thomson-Effekt

Verfliissigung von Gasen allein durch Kompression ist nicht moglich, wenn T},
kleiner als Raumtemperatur ist. Das Gas muss in diesen Fillen auf T' < T}, ab-
gekiihlt werden. Dazu verwendet man den Joule-Thomson-Effekt, der bei realen
Gasen auftritt.

Ein Gasvolumen stehe unter dem Druck p;. Es werde durch ein Drosselventil in
den Raum V5 unter dem Druck p; entspannt. Wenn ein ideales Gas vorliegen
wiirde, so miisste keine Arbeit gegen Kohé#sionskrifte verrichtet werden. Die
innere Energie eines idealen Gases

U=Ny-f- k-T
2

ist unabhingig vom Volumen. Bei der Entspannung findet keine Anderung von
U und damit auch keine Anderung von T statt. Betrachtet man nun ein reales
Gas, so findet dort i. a. eine Temperaturabnahme statt. (COq: AT ~ 0,75 K/bar;
Luft: AT ~ 0,25K/bar; Hy bei T > T; =-80°C Erwérmung!)

Schwere Molekiile bewegen sich vergleichsweise langsam. Fiir die Wechselwir-
kung/StoBe der Molekiile ist vorwiegend der anziehende Teil des Lenard-Jones-
WW-Potentials wichtig. Bei den Sté8en findet ein Impulsiibertrag in Richtung
des Stofipartners statt. Gegen diese Kohéisionskrifte muss Arbeit verrichtet wer-
den, soll der mittlere Abstand der Molekiile bei der Entspannung vergroflert wer-

kT

den. Diese Arbeit muss durch eine Abnahme von U = N4 - f - 55~ aufgebracht

werden:

e U nimmt ab

e T nimmt ab

Leichte Molekiile bewegen sich schnell. Es ist vorwiegend der abstoflende Teil
des Potentials von Bedeutung. Die Impulsiibertragung findet vom Stofpartner
weg statt. Bei der Vergroflerung des mittleren Abstandes wird Energie gewonnen

o U steigt an

e T steigt an

Daraus folgt:

Joule-Thomson-Effekt

Bei Expansion

e kiihlen schwere Gase ab

e crwdrmen sich leichte Gase
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Unterhalb der Inversionstemperatur 7; sind die Molekiile aber so langsam, dass
auch bei leichten Molekiilen die anziehenden Krifte iiberwiegen: Fiir T' < T;
findet, auch bei Ha, eine Abkiihlung statt.

Es gilt:

Fiir CO5 ist T; > als Raumtemperatur.

Verfliissigung von Sauerstoff

Komprimierter Sauerstoff (200 bar) wird iiber eine Drossel auf 20 bar entspannt.
Der Joule-Tomson-Effekt liefert eine Abkiihlung von 0,25 K /bar, d.h. insgesamt
um AT = 45 K. Das abgekiihlte Sauerstoffgas wird nun im Gegenstromverfahren
am komprimierten Gas, das sich noch vor der Drossel befindet, vorbeigefiihrt,
um dieses bereits vorzukiihlen. Dadurch wird nach einiger Zeit eine Verfliissigung
erreicht (Linde-Verfahren).
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6.5 Wirmekraftmaschinen

6.5.1 Einfiihrung

Wir fragen uns nun, inwieweit man Warme (), also thermische Energie, dazu
verwenden kann, mechanische Arbeit zu verrichten. In einer derartigen Ma-
schine wird das Arbeitsgas einer sich stdndig wiederholenden Abfolge von Zu-
standsénderungen (p;; Vi; Ty — py; Vy; Ty) unterworfen. Man spricht von einem
Kreisprozess. Wir untersuchen/berechnen die mechanische Arbeit, die das Ar-
beitsgas beim Durchlaufen des Kreisprozesses verrichten kann (z.B. Bewegung
eines Kolbens). Diese Arbeit muss aus der inneren Energie des Arbeitsgases
stammen.

6.5.2 Volumenarbeit

Einem Gas kann Energie zugefithrt werden, indem man es erwirmt (d@). Au-
Berdem ist Energiezufuhr auch durch mechanische Arbeit moglich, z.B. durch
Kompression des Volumens mit einem Stempel auf den eine duflere Kraft wirkt.
Wir berechnen die bei der Kompression am Gas verrichtete Arbeit bzw. die zu
seiner Expansion bendtigte Warmemenge.

Erwirmt man das Gas bei konstantem Druck p, so dehnt es sich aus. Die dafiir
zugefithrte Warme muss, neben der Erhohung der inneren Energie um dU, auch
noch die Arbeit zur Expansion des Gases um dV verrichten:

dQ = dU + dW

Herrscht der Druck p (innen und aufien, damit keine Kraft notig ist, um den
Stempel zu bewegen), dann ist

dwW =F, -dx

wobei Fly die Normalkraft ist, die durch den Impulsiibertrag der Molekiile
herrithrt. F,, = p- A, wobei A die Stempelfldche ist.

dW = —p-A-dx=—p-dV

Eine nach auflen abgegebene Arbeit wird negativ gerechnet, da die Energie des
Systems dabei abnimmt.

Fiir die Bewegung des Kolbens um einen endlichen Weg, bei dem sich V; — V;
dndert, gilt:

V2

Wuﬂm:f/ p(V)-dV

Vi

Der Zusammenhang zwischen p, V und T wird iiber die Zustandsgleichung re-
guliert.
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Definition 6.21: VOLUMENARBEIT

Va
W= /V o)y (6.10)

heifst Volumenarbeit.

Die verrichtete Volumenarbeit entspricht der Fléche unter der p(V)-Kurve im
Arbeitsdiagramm.
Damit wird der 1. Hauptsatz zu

dU =dQ —p-dV

6.5.3 Zustandsinderungen idealer Gase

Wir betrachten jetzt spezielle Prozesse als Anwendungen des 1. Hauptsatzes.

1. Isochore Zustandsdnderung

Es wird bei konstantem Volumen (AV = 0) keine mechanische Arbeit
verrichtet. Jede Zufuhr/Abfuhr von Energie (in Form von Wérme dQ)
fithrt zu einer entsprechenden Anderung der inneren Energie AU.

dQ =dU = CU(TQ - T1) = CvdT

Der Prozess kann dazu dienen, die Verkniipfung zweier weiterer Zustandsénde-
rungen vorzunehmen (die mit Umsetzung mechanischer Arbeit verkniipft
sind). Dadurch kann ein Kreisprozess geschlossen werden.

2. Isobare Zustandsinderung

Wegen p = konstant, wihrend V; in V5 iibergeht, wird
W1l —-2)=p-(Vo—V1)=p- AV

3. Isotherme Zustandsinderung

Das Gas wird im Kontakt mit einem Wéarmebad gebracht, um 7" konstant
zu halten. Wir berechnen die bei der isothermen Expansion vom Gas ver-
richtete Arbeit. Das Volumen vergréflert sich von Vi — V5

Va

W(1—>2):—/V p(V)-dV

Der Zusammenhang p(V') ist durch die Zustandsgleichung fiir das ideale
Gas gegeben.
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W(l—-2) = —-R-T- —dV
Vi V
W(l—-2) = —R~T~lnE
%1

Wegen T' = konstant dndert sich die innere Energie U nicht. Die gesamte
dem Wérmebad entnommene Wirme wird in mechanische Arbeit umge-
setzt.

4. Adiabatische Zustandsinderung
Definition 6.22: ADIABATISCHE PROZESSE

Adiabatische Prozesse sind solche, bei denen keine Energie, also auch
keine Wirme, mit der Umgebung ausgetauscht wird (AU =0).

Aus dem 1. Hauptsatz (mit d@Q = 0)
AU =dQ —p-dV = —p-dV

und der inneren Energie
f
U==-R-T
2
folgt folgender Zusammenhang

p - V" = konstant

mit k = ¢p/c, = (f+2)/f. f ist die Zahl der Freiheitsgrade. Die verrichtete
Arbeit bei der Expansion muss ganz aus der innere Energie U stammen

—W(1_>2)=§R-(T2—T1)

Das Gas muss sich also abkiihlen, wenn es mechanische Arbeit verrichtet.

6.5.4 Kreisprozesse

Es geht nun um die Umwandlung thermischer Energie in mechanische Ener-
gie. Wir wissen, dass jede Energieform in jede andere umgewandelt werden
kann. Beispielsweise kann chemische Energie sowohl in mechanische als auch
elektrische Energie oder Licht iiberfithrt werden. Mechanische Energie kann
(vollstidndig) in Wirme umgewandelt werden. Warme kann ebenso in mecha-
nische Energie umgeformt werden. Wir lernen in diesem Abschnitt folgende
Tatsache: Warme kann nicht vollstdndig in mechanische Energie umgewandelt
werden, so dass periodisch Wirme aus einem Temperaturbad entnommen und
anschliefend nur in mechanische Energie umgesetzt wird (2. Hauptsatz der
Wiérmelehre).
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Heif3luftmotor

Das Arbeitsgas wird periodisch zwischen zwei Bereichen unterschiedlicher Tem-
peratur hin- und hergeschoben. Dabei wird offenbar Wérme in mechanische
Arbeit umgewandelt. Folglich ldsst sich ,,im Prinzip* periodisch Wéarme in me-
chanische Arbeit umwandeln. Es stellt sich blof3 die Frage, wieviel Warme muss
aufgewandt/eingesetzt werden, um die mechanische Arbeit zu erzielen.

Diskussion des p-V-Diagramms unserer Wirmekraftmaschine

==
NS
<

Abbildung 6.2: pV- Diagramm

In diesem Diagramm entspricht der periodisch arbeitenden Maschine offenbar
ein Kreisprozess. Die von der geschlossenen Kurve eingeschlossene Fliche ist die
nach auflen abgegebene Volumenarbeit, die wihrend des Kreisprozesses auftritt.
Auf dem ,Hinweg“ (1 — 2) wird zwar vom Gas eine griéfiere Arbeit verrichtet
(Flache zwischen (1 — 2) und der V-Achse), aber auf dem ,Riickweg® (3 — 4)
muss am Gas Arbeit verrichtet werden, um das Gas zu komprimieren. Die Netto-
Arbeit ist die schraffierte Fliche AW. Im gezeigten Fall verlduft der Prozess
zwischen den beiden Temperaturen 77 (hoch) und T3 (tief). Die Flidche unter
(3 — 4) wiirde nur dann verschwinden, wenn die Riickfiihrung zum Anfang bei
p= 0 (d.h. bei absolutem Temperatur-Nullpunkt 7' = 0K) erfolgen wiirde. Dies
ist aber nicht moglich. Wir stellen uns nun die Frage, wie grofl der Wirkungsgrad
7 einer thermischen Maschine maximal werden kann.

Definition 6.23: WIRKUNGSGRAD

Der Wirkungsgrad n ist definiert als

AW

=
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Dabei ist Q; die auf dem Hinweg (1 — 2) umgesetzte Wirmemenge (Flidche
zwischen (1 — 2) und V-Achse) und AW die Nettoarbeit (schraffiert). Wir
stellen fest, dass gilt:

n<l

Wir gehen jetzt wie folgt vor: Wir berechnen 7 fiir einen speziellen Kreispro-
zess, bei dem Zustandsdnderungen eines idealen Gases zugrundegelegt werden.
Dann ist das tatsdchliche i jedenfalls kleiner als das berechnete. Warmeverluste
werden ebenfalls vernachlassigt.

6.5.5 Sterling-Kreisprozess

—-

Abbildung 6.3: Arbeitsdiagramm des Sterling-Prozesses

e (1—2): Isotherme Expansion bei Temperatur T

Eine bestimmte, gleichbleibende Gasmenge wird zwischen einem kalten
und einem heiflen Bereich hin- und hergeschoben. Im heiflen Bereich dehnt
sich das Gas aus und driickt den Arbeitskolben nach auflen. Das Gas
verrichtet mechanische Arbeit.

Die aufgenommen Wirmemenge Q(1 — 2) (gleich der nach auflen abge-
gebenen Volumenarbeit!) betrégt fiir 1 Mol ideales Gas

Q1 —2) = R-Ty -2
Wi

e (2—3): Isochore Abkiihlung

Anschlielend wird das Gas in den kalten Bereich bewegt. Die freiwerdende
Wirme wird (zumindest teilweise) gespeichert.

Die abgegebene Wiarmemenge stammt aus der inneren Energie, da fiir V'
= konstant keine Volumenarbeit verrichtet wird. Wieder fiir 1 Mol gilt:
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Q2 —3)=—c,(Th — T3)

Wir stellen uns vor, dass wir @Q(2 — 3) vollstindig zwischenspeichern
konnten, um sie spater wieder zu verwenden.
e (3—4): Isotherme Kompression

Im kalten Bereich wird das Gas wieder auf das urspriingliche Volumen
komprimiert. Es wird Arbeit am Gas verrichtet.

Hier wird jene Wirmemenge Q(2 — 3), die bei der Kompression entsteht,
wieder aufgenommen:

Vi
3—=4)=T - Ty - In—=-T-Ty-In —
QB —4) 2+ 1n i 2-1n 7
e (4 —1): Isochore Erwérmung
Letztendlich wird das Gas wieder in den heiflen Bereich transportiert.

Um diese Wiarmemenge zuzufiithren, kénnen wir die zwischengespeicherte
Wirmemenge Q(— 3) verwenden, denn es ist Q(4 — 1) = Q(2 — 3).

Es war
AW
nN=——"
Q(l — 2)
Also wird mit
AW = R(Tl - T2) In E
Vi
Q(1—2) = Ry lnE
|41

der Wirkungsgrad 7 gleich

R(Tl — Tz) In %

= RT1 11’1%

und somit
-1
n= T,
Der Wirkungsgrad aus Gleichung (6.11) ist der Wirkungsgrad eines idealen
Sterling-Prozesses ohne Warmeverlust und mit idealer Zwischenspeicherung.

(6.11)
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Moderne Kraftwerke arbeiten zwischen den Temperaturen 9, = 550°C (= 823 K)
und 95 = 37°C (=310K). Der Wirkungsgrad fiir den Idealfall ergibt sich damit

zu

N -T

=62
T %

Tatséchlich erreichbar sind aber nur etwa n.¢s ~ 45%.
Achtung! n immer mit Temperaturen in Kelvin berechnen!!
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6.5.6 Thermische Maschinen

Es stellt sich die Frage, was passiert, wenn man den Kreisprozess riickwarts
ablaufen ldsst. Bei der niedrigen Temperatur 75 wird eine bestimmte Warme-
menge (4 — 3) aufgenommen. Durch Aufwand von W wird die Warmemenge
auf die hohere Temperatur Ty gebracht (Ubergang 3—2). Auf T} wird bei der
isothermen Zustandsinderung (2—1) die Wirmemenge Q(2 — 1) an die Umge-
bung abgegeben. Fiir diesen ,,umgekehrten“ Kreisprozess gibt es zwei technische
Anwendungen.

1. Warmepumpe:

Bei dieser Maschine besteht der Nutzen in der Abgabe von Q(2 — 1)
auf dem Temperaturniveau 77. Dazu ist der Aufwand W an mechanischer
Arbeit zu verrichten:

W=Q2—-1)—-Q3—4)
Uns interessiert die Leistungszahl e:

_ NutzenQ(2 —1) Q2 —1) T
T Aufwand W Q2—-1)—-Q(3—4) T -T, 7

¢ ist der Kehrwert des Wirkungsgrades fiir den Kreisprozess in der ur-
spriinglichen Richtung. Der Aufwand W ist also um den Faktor n kleiner
als wenn Q(2 — 1) direkt auf dem Temperaturniveau T; erzeugt werden
muss. € hat typischerweise den Wert 2,5.

2. Kéltemaschine:

Bei dieser Maschine besteht der Nutzen darin, dass einem Warmebad der
niedrigen Temperatur T5 eine bestimmte Wirmemenge Q(4 — 3) (iso-
therm) entzogen wird. Folglich kiihlt es sich ab. Der Aufwand besteht
darin, dass Q(4 — 3) an die Umgebung, die sich dabei auf der hoheren
Temperatur 77 befindet, abgegeben werden muss und zwar als Warme-
menge (2 — 1). Der Aufwand ist also (Energiesatz)

W=Q@2—1)-QM—3)
Uns interessiert wieder die Leistungszahl

_ NutzenQ(4 — 3) Q4 —3) D
 Aufwand W Q2—1)-Q4—3) T —T

Beim Kiihlschrank ist zum Beispiel 77 = 300 K und T> = 263 K. Als Leis-
tungszahl ergibt sich dann ein Wert von etwa 7. Der Nutzen ist optimal,
wenn der Temperaturunterschied so klein wie mdoglich ist.
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Ebenso lisst sich die Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes folgern,
d.h. die Tatsache, dass T5 nicht erreichbar ist. Es ist

Aufwand W S T — Ty
entzogene Wiarmemenge AQ — T3

Bei der Annédherung an Ty = 0 riickt die fiir den Entzug von Q(4 — 3)
erforderlich Arbeit W ins Unendliche. Anschaulich bedeutet dies, dass
man keinen Kreisprozess mehr aufbauen kann, denn bei 7' — 0 fallen
Isothermen und Adiabaten praktisch zusammen. Bei T = 0 laufen sie
parallel.

Sterling-Prozess als Wirmepumpe

Der Ubergang (3 — 2) muss durch die Zufuhr von elektrischer (mechanischer)
Energie erreicht werden. Dann wird bei der Kompression (2 — 1) die Wérme-
menge AQ; an das obere Wirmebad (77) abgegeben. Die obere Hiilfte des
Motors erwérmt sich. Kommt das Gas in Kontakt mit dem kélteren Warmebad
(T3), so geschieht der Ubergang (1 — 4). Bei der Expansion (4 — 3) wird AQ»
aus diesem Wirmebad (73) entnommen.

Sterling-Prozess als Kéltemaschine

Nur eine andere Sprechweise: Aus dem Bad (7T3) wird AQ2 entnommen. W
wird an elektrischer Energie hineingesteckt, um AQ; an das Bad T} abgeben zu
konnen.

Maximaler Wirkungsgrad einer beliebigen Wirmekraftmaschine

Wir schalten eine ,, Wundermaschine“ (1 > ns¢eriing) und eine Sterling-Maschine
zusammen, wobei die Sterling-Maschine als Warmepumpe arbeitet und beide
Maschinen zwischen denselben Reservoirs (mit 77 und 7») arbeiten. Die Wun-
dermaschine soll gerade die mechanische Arbeit AW liefern, welche die Sterling
fiir ihren Betrieb bendtigt. Das kombinierte System wiirde aber Wérme aus
dem Reservoir mit der hoheren Temperatur 7} entnehmen und ins kéltere Re-
servoir Ty pumpen, ohne dass eine duflere Energiezufuhr stattfinden wiirde. Dies
widerspricht dem 2. Hauptsatz der Warmelehre. Daraus folgt:

Es gibt keine Warmemaschine mit einem Wirkungsgrad n > TlT;sz

6.5.7 Reversible und irreversible Prozesse

Bei der Behandlung des Sterling-Kreisprozesses wurden alle Zustandsédnderun-
gen so gefiihrt, dass sie umkehrbar waren. Z.B. die isotherme Volumenédnderung
lduft in beide Richtungen ab, wenn nur ein infinitesimaler Druckunterschied
zwischen p, und p; besteht. Allgemein gilt, dass jeder mechanische Bewegungs-
ablauf reversibel ist.
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Definition 6.24: REVERSIBEL/IRREVERSIBEL

Jeder Vorgang der in beide Richtungen erfolgen kann heifit reversibel.
Prozesse die nur in eine Richtung verlaufen, heiflen irreversibel.

Beispiele fiir irreversible Prozesse:

e Hahn zwischen einem gasgefiillten und einem evakuierten Gefafl wird geofi-
net

e Zwel verschiedene Gase vermischen sich durch Diffusion

e Ein Topf auf einer heiflen Herdplatte erwérmt sich

Zur Veranschaulichung fithren wir die isotherme Volumenénderung einmal als
reversible und dann als irreversible Zustandsdnderung durch.

1. Volumenverdopplung durch Herausziehen eines Schiebers:

Der Prozess lduft von alleine ab. Arbeit muss nicht verrichtet werden. Der
Prozess kann ohne zusétzlichen Mafinahmen (Arbeitsaufwand) nicht um-
gekehrt werden. Es handelt sich also um eine irreversible Prozessfithrung.

2. Volumenverdopplung durch Herausziehen eines Kolbens:

Der Prozess lduft ab, sobald auch nur ein infinitesimal kleiner Druckun-
terschied zwischen p; und p, besteht, wenn also

Pa <pi

Arbeit muss dazu praktisch nicht verrichtet werden, da immer p, ~ p;
gehalten werden kann. Diese Prozessfithrung ist reversibel. Dazu muss nur
Pa > p; gemacht werden. Dazu reicht ein infinitesimaler Druckunterschied
aus. Arbeit muss zur Prozessumkehrung praktisch nicht verrichtet werden.

Bei der ersten Prozessfithrung miisste z.B. eine Turbine eingebaut werden, die
- unter Verrichtung von Arbeit - die Molekiile wieder zuriickbeférdert.

Alle unsere Betrachtungen zum Wirkungsgrad n wurden fiir reversible Kreispro-
zesse gemacht, d.h. alle Zustandsénderungen wurden reversibel gefiihrt. Bei ma-
kroskopisch abgeschlossenen Systemen kommen praktisch keine reversiblen Zu-
standsénderungen vor, da z.B. durch Reibung/Luftwiderstand immer Wérme
freigesetzt wird. Das bedeutet auch

T -1
eff <
esf < T
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6.5.8 Entropie

Definition 6.25: REDUZIERTE W ARMEMENGE

Die bei der i-ten Zustandsinderung aufgenommene Wdarmemenge
AQ; bezogen auf die dabei herrschende Temperatur T;, also #
heif$t reduzierte Wirmemenge.

Umgesetzte Wiarmemenge beim Sterling-Prozess
Wir kénnen das System auf zwei verschiedenen Wegen in den Zustand 3 bringen:
evonl =+ 2— 3

evonl = 4— 3

Die langs der beiden Isothermen von 1 — 2 und von 4 — 3 aufgenommenen
reduzierten Warmemengen sind

Q1 —2) Va
_— = '1 —
T R nV1
Q4 —3) Vo
= 7Y - R.ln2
T "7

also gleich grof}. Beim Sterlingprozess miissen nur die lings der Isothermen
umgesetzten Wirmemengen beriicksichtigt werden, denn die bei den beiden iso-
choren Zustandsdnderungen 1 — 4 und 2 — 3 anfallenden Wérmemengen sind
gleich grofl und werden zwischengespeichert und wieder verwendet.

= Die Summe der reduzierten Warmemengen beim Sterling-Kreisprozess

Y AQ;

T =0

i=1

Wir schlieBen daraus auch noch, dass die Anderung der reduzierten Wirme-
menge unabhéingig vom Weg ist, auf dem man vom Anfangs- zum Endzustand
gelangt.

Definition 6.26: ENTROPIE

Wir definieren die auf einem Teilstiick eines beliebigen Kreispro-
zesses umgesetzte reduzierte Warmemenge als Anderung dS einer
Grdfe S, die wir als Entropie der Systems bezeichnen:

erev
T

Wir gehen von einem Referenzzustand 0 aus und berechnen die Grofie S(0 —1)
fiir eine reversible Zustandsénderung.

ds =
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1 dQ
S O N 1 — / rev
e

d.h. die reduzierte Wirmemenge, die beim Ubergang 0 —1 (fiir eine reversible
Zustandsidnderung!) anfillt.

Definition 6.27: ENTROPIE

1
d rev
SO0—1)= / @ (6.12)
0 T
heifst Entropie des Zustandes i beztiglich des Zustandes 0. SI-Einheit

J/K

Alle unsere Betrachtungen zu thermischen Maschinen werden fiir Kreisprozesse
gemacht, die reversibel gefiihrt werden. Es ergab sich dann

dQrev
$ 57 =0

D.h. auch, dass die Entropie nach dem Durchlaufen des Kreisprozesses konstant
bleibt.

AS =0

Fiir Kreisprozesse, die nur reversible Zustandsdnderungen enthalten, bleibt die
Entropie erhalten.
Fiir Fithrungen eines Kreisprozesses mit irreversiblen Zustandsénderungen war

Neff < Nideal

das bedeutet, dass
d irr
3 Q"
T;

Fiir einen Kreisprozess mit irreversiblen Zustandsénderungen ist die Summe der
reduzierten Wéarmemengen kleiner als 0!
Berechnung der Entropie

Wir kénnen die Entropiednderung AS fiir reversible Prozesse eines idealen Gases
berechnen:

o erev o au +p- av

ds

T T

Nun war
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dU = ¢,-dT
p-V = R-T
Daraus folgt
dT dv
dS = ¢, - — i
S=c T + R %
Beispiele:
e Isothermer Prozess:
V1 — V2 bei Tli
\%
AS=R-In—=
n v

e Isochorer Prozess

T1 — T5 bei V = konstant

2 qu T,
— =AS=¢c,-In—
/T1 T Ty

e Diffusion eines Gases aus einem kleinen Volumen V; in ein grofieres Volu-
men V5 (isotherme Expansion):
Dies ist offenbar ein irreversibler Prozess, da die Riickkehr aller Molekiile
durch das enge Loch ins Volumen V; extrem unwahrscheinlich ist. Die
Entropiednderung bei Expansion von V; auf Vi + V5 kann aber sofort
fiir den reversiblen Prozess des Herausschiebens eines Kolbens von V; —
V1 + V5 angegeben werden:

i+
1

AS=R-In

Wir finden, dass fiir unseren Diffusionsprozess die Entropie zunimmt AS >
0.

Wie wir sehen werden, gilt allgemein, dass in abgeschlossenen Systemen
bei irreversiblen Prozessen die Entropie zunimmt.

6.5.9 Richtungsablauf von Prozessen

Wir betrachten einen Kreisprozess, der eine irreversible Zustandsdnderung enthalt.

Dann ist
dQ
— >0
7{ T
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Nur bei einem reversibel gefiithrten Kreisprozess wiirde gelten

dQT@?)
Zxrev
§ 5%
d.h. S ist konstant.

Wir legen die irreversible Zustandsénderung in den Ast 1 — 2 und schliefien
den Kreisprozess durch eine reversible Zustandsdnderung 2 — 1. Dann ist

EEDE X

wir driicken das zweite Integral durch die Entropien S(2) und S(1) der Zustéinde
1 und 2 aus:

! erev _ _
/2 = = 5(1) - S(2)

und erhalten
2 dQ
aQ

Das bedeute, dass der Entropiezuwachs 1 — 2 grofler ist als das Integral ff -
(fiir den irreversiblen Prozess). Meistens betrachtet man Prozesse in abgeschlos-
senen Systemen. Dann kann keine Warme mit der Umgebung ausgetauscht wer-
den (dQ = 0)

=S5(2)-S(1)>0

Statistische Deutung der Entropie

Wir gehen von den Betrachtungen am Diffusionsexperiment aus:
Nach dem Offnen des Loches sinkt die Wahrscheinlichkeit, ein bestimmtes Mo-
lekiil in V] zu finden von W =1 auf W = % Fiir zwei Molekiile ist die Wahr-

scheinlichkeit, beide in V; zu finden nach 6ffnen des Loches Wy = (%)2 All-
gemein fiir N 4-Molekiile (ein Mol) ist die Wahrscheinlichkeit, sie alle in V7 zu
finden

"
v

N4 = (2

W

B
k

WNA:(

Wir schlieen, dass das Verhéltnis der Wahrscheinlichkeiten Wy /W1, alle Mo-
lekiile in V5 bzw. V; zu finden, ist

e

W, W

R
k

Fiir den Logarithmus des Verhéltnisses der Wahrscheinlichkeiten gilt
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R
nW1 n(vl)A
oder
Wa Va
k-ln —2 = R-1n -2
nW1 R nV1

Andererseits gilt aber fiir die isotherme Expansion, dass sich bei V7 — V5 die
Entropie dndert um

Vo
AS=R-In-=
nv1
Es ist also
Wa
AS = k-In—=
Y

-8 = k-InW

Die Entropie ist also ein Maf fiir die Wahrscheinlichkeit W; eines Zustandes 1.
Prozesse, bei denen der Endzustand wahrscheinlicher als der Anfangszustand
ist (AS > 0), laufen im abgeschlossenen System spontan ab (z.B. Diffusion,
Wiérmeleitung).

Prozesse mit AS < 0 laufen nur unter Arbeitsaufwand ab.

Reversible Prozesse haben AS = 0. Hier besteht zu jedem Zeitpunkt Gleichge-
wicht,.



Kapitel 7

Stromungsvorginge

7.1 Einfiihrung

Definition 7.1: STROMUNG

Der Begriff der Stromung ist definiert als Fortbewegung eines Medi-
ums oder einer nicht materiellen Grofie (z.B. Energie).

Beispiele sind die Stromungen von Wasser im Fluss, Blut im Kreislauf oder
auch der Wind. Die urspriingliche Definition war ,,Fortbewegung von Masse“,
d.h. eines fliissigen oder gasférmigen ,,fluiden“ Mediums. Hierbei handelt es sich
um einen Massenstrom. Dieser Begriff ist aber erweiterbar auf die Bewegung
von Ladungstrigern, z.B. Elektronen in Metallen oder Ionen in Fliissigkeiten
(Elektrolyse-Erscheinungen). Der Transport von Ladungen d.h. die Fortbewe-
gung von Ladungstrigern, heifit elektrischer Strom. Ebenso ist der Begriff auf
den Transport von Grofien, die nicht mit Materie identifizierbar sind, anwend-
bar. Eine besondere Stellung nimmt dabei der Transport von Energie ein, Dieser
tritt beispielsweise beim Strahlungsstrom (z.B. von der Sonne zur Erde) oder
auch bei der Schallstrahlung von der Schallquelle zum Ohr auf. Diese Strome
nennt man Energiestrome. Besonders wichtig ist hier die elektromagnetische
Stromung.

Am einfachsten ist die Behandlung von fluiden Medien, d.h. Massenstréome. Dar-
an definieren wir die Grundgrofen, die dann auf weitere Stromungen iibertra-
gen werden. Ausfithrlich behandelt werden dann der elektrische Strom, Energie-
strome (insbesonders elektromagnetische Strahlung) und die Schallausbreitung.

7.2 Grundbegriffe

Unmittelbarer Anlass fiir die Betrachtung ist die Fortbewegung von fliissigen
oder gasformigen Medien. Das Fachgebiet heifit Rheologie (Fliefkunde). Die
neuen physikalischen Groflen wie Strom oder Stromdichte bleiben dieselben,

146
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wenn stattdessen die Fortbewegung von Ladungen in Dréahten, Fliissigkeiten
usw. untersucht wird. Weiterhin sind diese Begriffe anwendbar auf Vorgénge,
bei denen iiberhaupt keine Materie, sondern Energie transportiert wird.

Eine Stromung wird charakterisiert durch ein sogenanntes Stréomungsfeld 7(7).
Dabei denken wir uns an jeder Stelle der Fliissigkeit den lokalen Geschwindig-
keitsvektor der Teilchen angeheftet.

Definition 7.2: STROMLINIEN

Verbindet man die Vektoren U(7) benachbarter Orte 7, so erhdlt man
als Ergebnis die Stromlinien.

Definition 7.3: LAMINARE UND TURBULENTE STROMUNG

Wenn sich die Stromlinien nicht schneiden, so spricht man von lami-
narer Stréomung. Schneiden sich die Stromlinien, so ist die Stromung
turbulent.

Definition 7.4: WIRBELSTROMUNG

Wirbelstrémungen sind solche, in denen geschlossene Stromlinien
auftreten.

Die Geschwindigkeit eines Fliissigkeitelements ist dann die vektorielle Uberla-
gerung aus Translations- und Rotationsgeschwindigkeit. Ein Maf} fiir die Dreh-
bewegung/rotatorische Komponenten ist die Zirkulation.

Definition 7.5: ZIRKULATION

Die Zirkulation T ist das Integral iber U ldngs eines in der Flissigkeit
verlaufenden geschlossenen Weges.

F:]{Hd§

Fiir einen (kreisformigen) Wirbel liefert die Integration im Abstand R vom
Wirbelkern, da alle Fliissigkeitselemente das selbe w haben:

I= jf ¥ds = 2r R%w
Eine wirbelfreie Stromung liegt vor, wenn fiir jedes Fliissigkeitselement gilt

I'=0

Wir halten nun einen Mefirahmen der Fliache A in die Stromung und messen die
in At durch A flieBende Materiemenge Am.

Definition 7.6: STROMSTARKE

Die Stromstirke fiir einen Massestrom ist definiert als

[ dm . Am

dt A}tglo At
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Die flieBende Menge braucht aber nicht unbedingt Masse sein:

| Strom(stéirke) |  Menge | | Einheit |
Massestrom Masse m d—T kg/s
Ladungsstrom | Ladung @ % C/s = Ampere (A)
Energiestrom | Energie W | 27 | J/s = Watt (W)

Definition 7.7: DICHTE

Bezieht man eine physikalische Grifie (Masse, Ladung, Energie) auf
das Volumen, in dem sie definiert ist, so erhdlt man die Dichte der
betreffenden Grafe.

In der kinetischen Gastheorie haben wir die Teilchendichte n = % bereits
kennengelernt. In Worten bedeutet dies, dass sich d/N Teilchen im Volumen dV
befinden. Analog sind nun auch Dichten fiir die Gréflen Masse, Ladung und

Energie definiert:

. L dm (o .1 kg
e Massendichte: p = < (Einheit 1 m3)

e Ladungsdichte: p = il—? (Einheit 1 %)

e Energiedichte: p = %~ (Einheit 1 m3)
Wird eine physikalische Gréfle durch eine einzige Sorte von Teilchen transpor-
tiert (z.B. Ladung durch Elektronen), dann ist

dN.
av
wobei dN, die Zahl der Elektronen in dV ist. In Worten heifit dies, dass die
Ladungsdichte p.; als Produkt aus Einzelladung e und Teilchenzahldichte n

geschrieben werden kann.
WEeil fiir den Massestrom speziell m = p - V ist, gilt fiir konstante Dichte p:

Pel =€+ e-n

I dm dVv

T

Definition 7.8: VOLUMENSTROM

Den Ausdruck ‘fi—‘t/ nennt man Volumenstromstirke. Man misst dazu
das Volumen, welches pro Zeit dt durch den Mefirahmen fliefit.

Es ergibt sich nun die Problematik, dass die Stromstérke von der Orientierung
von A relativ zu ¥(7) abhéngt. Man sucht also eine davon unabhiingige GroBe.
Dazu macht man A geniigend klein, bezieht I auf A und w#hlt die Orientierung
von A senkrecht zu ¥(7).
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Definition 7.9: STROMDICHTE

Die Stromdichte ist definiert iber den Quotienten aus dem durch das
Flichenelement dA flieffenden Strom dI und dem Fldchenelement
selbst:

o Al dl
TsAD0AA  dA
Man beachte, dass die Fldchennormale von A parallel zu ¢(7) ist. Bei einem

Massestrom I = % erhilt man nun

. AT 1 pAV p AA-As ds
j = = — — —> p - —_— = p
AA  AA At AA At dt
Offenbar ist die Stromdichte j ein Vektor, der die Richtung von @ hat. Allgemein
gilt somit:

J

Y%

J(7) = p- () (7.1)
Die Gleichung (7.1) gilt analog fiir die elektrische Stromdichte j.; und die Ener-
giestromdichte fw. Dabei ist fiir p die Ladungsdichte bzw. die Energiedichte
einzusetzen.

Kontinuititsgleichung

Generell gilt immer der Grundsatz der Massen-, Ladungs- und Energieerhaltung.
Als Konsequenz daraus ergibt sich die sogenannte Kontinuitéitsgleichung. Wir
untersuchen dazu, was in einer Rohrverjiingung passiert (siehe Abbildung 7.1).

A

1

Abbildung 7.1: Rohr

Wir stellen fest, dass durch alle drei gezeigten Querschnitte in At dieselbe Mate-
riemenge flieBen muss. Andernfalls wiirde sich die Materie irgendwo aufstauen.
es gilt daher Iy = I, = I3, d.h. I ist {iberall gleich. Es folgt nun aus der umge-
formten Definition der Stromstérke fiir jeden der drei Querschnitte

dm ds;

Li=—=pi-Ai- = =pi-Ai v
at " at o

Wird die Fliissigkeit als inkompressibel angenommen, d.h. ist p konstant, so gilt
die
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Kontinuitéitsgleichung

A-v=rkonstant= A1 - vy = Ag-vy = ... (7.2)

Eine Verengung des Rohres erfordert also automatisch eine Erh6hung der Stromungs-
geschwindigkeit (siehe Autobahn-Staus).



7 Stréomungsvorginge 151

7.3 Stromung fluider Medien

7.3.1 Bernoulli-Gleichung

Die Massenerhaltung und damit die Kontinuitétsgleichung fordert, dass die
Stromung an einer Querschnittsverengung schneller flieit. Fiir die zur Beschleu-
nigung notwendige Kraft muss ein Druckunterschied verantwortlich sein. Un-
ser Ziel ist es, einen Zusammenhang zwischen dem lokalen Druck und der
Stromungsgeschwindigkeit zu finden. Man macht einige Idealisierungen:

e Die Reibung zwischen den Molekiilen und der Wand wird vernachléssigt.

Definition 7.10: REIBUNGSFREIE STROMUNG

Eine Fliissigkeit, bei der die Reibungskrdfte vernachlissigt werden,
heif$t reibungsfreie Stromung.

Definition 7.11: VISKOSITAT

Fine Flissigkeit, bei der die Reibungskrdifte beriicksichtigt werden,
heifit viskos oder zdih.

e Die Fliissigkeit wird als inkompressibel angenommen, d.h. die Dichte p ist
iiberall konstant.

Definition 7.12: IDEALE FLUSSIGKEIT

Eine ideale Flissigkeit ist ein Modell, bei dem die Flissigkeit als in-
kompressibel und reibungsfrei angesehen wird. Sonst wird die Flissig-
keit als real bezeichnet.
Im Folgenden handelt es sich um eine ideale Fliissigkeit. Wir betrachten ein
Zeitintervall At, in dem der Kolben (1) in Abbildung 7.2 die Fliissigkeit um
As; verschiebt.
Der Kolben (2) muss nun wegen der Inkompressibilitét der Fliissigkeit um die
Strecke Ass bewegt werden, wobei gilt:

Folgende zu verrichtende Arbeiten tragen nun zu Energiebilanz bei:

1. Volumenarbeit (unten):
AWy =pi - AWy

2. Volumenarbeit (oben):
AWy = py - AV

3. Hubarbeit:
AWg=Am-g-Ah=p-g-Ah-AV



7 Stréomungsvorginge 152

e
5 A
B s
.A32 Ah
N
Ay i
2 - hy
A51

Abbildung 7.2: Kolbendruck

4. Beschleunigungsarbeit, um die Strémung von vy auf vs zu bringen:
1 22 1 22
AWpg = §Am (v —y) = Ep-AV - (vy —v7)
Aus diesen Arbeiten kann nun die Energiebilanz aufgestellt werden:
AW, = AW, + AWy + AWp
1
p1- AV = p2-AVngp-g-Ah~AV+§p-AV-(v%—v%)
1 1
Lt pghit 5ol = patpgha + 5 pv3

und daraus ergibt sich die

Bernoulli-Gleichung

1
p+ pgh + iprQ = konstant = p, (7.3)
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Definition 7.13: STATISCHER, STAU- UND SCHWEREDRUCK

Die Grifie p heifst statischer Druck (Kolbendruck), der Ausdruck
%pv2 dynamischer Druck (Staudruck), der Term p -g-h Schweredruck
und p; Gesamtdruck.

Wir diskutieren nun einige Aspekte der Bernoulli-Gleichung:

1. Bei einer ruhenden Fliissigkeit ist die Geschwindigkeit v = 0. Dies fiihrt
zu der vereinfachten Gleichung

p1 = p2 + pg(ha — h1)

Der Druckunterschied Ap = (ps — p1) wird durch das Gewicht der Fliissig-
keitssdule der Hshe Ah = (hg —hy) ausgeglichen. Anwendung findet dieser
Fall bei der Druckmessung mit einem U-Rohr-Manometer.

2. Befindet sich die Fliissigkeit immer auf gleicher Hohe hq; = hs, hat aber
eine Geschwindigkeit v # 0, so ergibt sich

I 5 1,
PLtgpvi = P2t 5pvs
1
pP1—p2 = 50(”% - U%)

Zur Beschleunigung der Fliissigkeit von vy auf vy ist ein Druckunterschied
erforderlich. In der Verengung muss die Fliissigkeit schneller flielen. Des-
halb ist der statische Druck in der Querschnittsverengung kleiner als au-
Berhalb.

Druckmessung

Es sind der statische Druck, der Staudruck und der Schweredruck zu messen.

e Der statische Druck ist der Druck, den ein mit der Stromung mitbeweg-
tes Manometer misst. Alternativ kann ein Manometer verwendet werden,
dessen Offnung senkrecht zur Strémungsgeschwindigkeit @ steht. Dann ist
in dieser Richtung ' = 0.

e Der Staudruck kann mit Hilfe eines Prandtl-Staurohres (sieche Abbildung

7.3) gemessen werden. Es gilt: v = \/%psimu. Fiir bekanntes p kann v
direkt abgelesen werden.

Das Gesetz von Bernoulli findet Anwendung beispielsweise bei der Wasserstrahl-
pumpe und dem Zerstduber. In beiden Fillen wird ausgenutzt, dass in der Um-
gebung einer Querschnittsverengung Unterdruck herrscht. Dadurch wird etwas
Gas in die Fliissigkeit oder etwas Fliissigkeit in das Gas (Zerstiduber) gesaugt.
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Ap = PStau

Abbildung 7.3: Prandtl-Rohr

[= — ]

Abbildung 7.4: Hydrodynamisches Paradoxon

Hydrodynamisches Paradoxon

Zwei Platten hingen lose zusammen (sieche Abbildung 7.4). Durch die obere
Platte stromt Luft in den Zwischenraum zwischen den beiden Platten ein. An
den Plattenréndern erweitert sich der Stromungsquerschnitt. Folglich muss zwi-
schen den Platten ein Unterdruck verglichen zum Atmosphérendruck herrschen,
der an den Réndern vorliegt. Als Konsequenz werden die Platten angezogen und
der Luftstrom unterbrochen. Die untere Platte fillt ab und der Ablauf beginnt
von vorn. Dies ist das Modell fiir das ,,Schnarchen®. Die Funktion der unteren
Platte wird durch das Gaumensegel iibernommen.

7.3.2 Querkrifte in Stromungen

Eine unerwiinschte Wirkung zeigt die Bernoulli-Gleichung beim Abdecken von
Déchern in Stiirmen. Uber dem Dach ist die Stromungsgeschwindigkeit ¥ erhoht
und es entsteht ein Unterdruck p und damit eine Kraft

T2 T2
F = Ly/ Ap(z)dx = Ly/ gv(x)de
T 1
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Dabei ist L, die Dachlédnge senkrecht zur Stromungsrichtung und Ap = po —
p(z).

Bringt man einen Ball in einen Luftstrom, so beginnt er zu schweben. Offenbar
ist wesentlich, dass das Geschwindigkeitsfeld quer zur Ausstromungsrichtung
in unterschiedlicher Weise oberhalb/unterhalb des Balles modifiziert wird. Dies
wird z.B. auch dadurch erreicht, dass der Ball rotiert.

Offenbar erhalten die Teilchen, die sich in Richtung der Umfangsgeschwindig-
keit bewegen, eine Zusatzgeschwindigkeit. Jene die sich in die Gegenrichtung
bewegen werden verlangsamt. Zum Verstdndnis betrachten wir nochmals ei-
ne umstromte Kugel (oder Zylinder) und interpretieren die Situation mit der
Bernoulli-Gleichung.

Zunichst wird das Strémungsfeld und die Druckverteilung um einem nicht ro-
tierenden Zylinder betrachtet (Abbildung 7.5).

Poben

!

Estat

)

DPunten

Abbildung 7.5: Stromung um einen Zylinder

Das Geschwindigkeitsfeld wird durch den Zylinder veréndert. Eine Querkraft
tritt aber nicht auf.

Po = Pn, da das Geschwindigkeitsfeld symmetrisch verdndert wird. D.h. pg und
pn sind beide um den gleichen Betrag kleiner als pgq: (bei der Staulinie) —Die
Walze/Kugel erfihrt im Strom keine Querkraft!

Die Haftung der Fliissigkeitsmolekiile an dem Korper durch die van-der-Waals-
Krifte fithrt zu einer Reibungskraft F, - in Richtung von ¥ - die den Zylinder
mitzureiflen versucht. Diese Kraft wird im Modell der idealen Fliissigkeit nicht
beriicksichtigt.

Dynamischer Auftrieb, Magnus-Effekt

Wird der Zylinder nun aber in eine Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit
w um seine Lingsachse versetzt (sieche Abbildung 7.6), so erhalten die Fliissig-
keitselemente am Zylinderumfang oben eine zusétzliche Geschwindigkeit von
v, = wR und unten eine um v, = wR erniedrigte Geschwindigkeit. Es ist
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|

[S™]
=3

Abbildung 7.6: Magnus-Effekt

vo = v+ wR
vy = v—wR
Die Bernoulli-Gleichung liefert nun

po + gvzo =pu + gng

Als Druckdifferenz ergibt sich daraus
Ap =po —pu = g((v+wR)2—(v—wR)2) =2p-v-w-R

Das Vorzeichen von Ap héngt dabei von der Drehrichtung, also von w ab. Die
Kraft |ﬁ ‘Al quer zur Strémungsrichtung betrigt Fy = Ap - A. Als angestromte
Fliche A erhélt man A = %Qﬂ'Rb = mRb. Setzt man diese in die Gleichung fiir
die Kraft ein, so erhélt man

Fy =2pvwR-7Rb = pvb-T
wobei I = 27 R?w die Zirkulation der Strémung ist.
Definition 7.14: DYNAMISCHER AUFTRIEB

Die Kraft Fg heifit dynamische Auftriebskraft.
Definition 7.15: MAGNUS-EFFEKT

Die Tatsache, dass ein rotierender Korper in einer Stromung eine
Querkraft erfihrt, heifft Magnus-Effekt.
Die Zirkulation I' berechnet sich allgemein aus dem geschlossenen Wegintegral
itber den Kérperumfang
r= ?{ vds
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wobei die Integration entlang eines Weges gefiihrt wird, welcher den Korper
umschlieft. ds ist ein Wegelement auf eben diesem Weg. In unserem Beispiel
war |0] = 2rR. Fiir T" ergab sich somit

I = 27rwR?

Verallgemeinert stellt man fest: Immer wenn sich um einen Korper eine Zirku-
lationsstromung ergibt (I' # 0), so entsteht eine dynamische Auftriebskraft. Es
reicht bereits aus, wenn vo # vy ist. Eine Zirkultion entsteht auch, wenn sich
von einem Hindernis Wirbel ablosen. Es gilt fiir einen Korper der ,,Spannweite®
[ allgemein der

Satz von Kutta-Jukowsky

Fx=pvb-T (7.4)

Ein einfaches Beispiel fiir die Entstehung von F4 durch Formgebung des Hin-
dernisses ist ein umstromter Tragfliigel. vo muss grofler als vy sein, damit sich
- bei lingerem Weg oben herum - beide Massenelemente hinter dem Tragfliigel
wieder treffen. Das Integral fiir I" ergibt dann I" # 0. Kutta-Jukowsky liefert die
Querkraft um den umstromten Fliigel.
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7.3.3 Stromungen in realen Fliissigkeiten

Bisher nahmen wir an, dass die Molekiile aufeinander keine Kohésionskréfte
ausiiben, ferner sollte es keine Adhésionskrifte zwischen den Molekiilen und
den Winden geben. Jetzt lassen wir dagegen die Reibung (innere Reibung) zu.
Vorausgesetzt wird dagegen, dass es sich um eine laminare Fliissigkeit handelt,
d.h. das Stromungsfeld dieser Fliissigkeit zeigt keine Uberkreuzungen.
Betrachten wir nun eine reale Fliissigkeit in einer Rohrleitung. Am FEinfluss
herrscht der Druck p; und die Stromungsgeschwidigkeit sei v1. Am Ausfluss er-
wartet man wegen des gleichen Querschnitts auch die gleiche Geschwindigkeit
vg = wv1. Nach Bernoulli miisste nun p; = po sein. Man findet aber, dass ps
kleiner als py ist. Der Grund hierfiir ist, dass Volumenarbeit gegen die Kohési-
ons - bzw. Adhisionskrifte verrichtet wird. Die verrichtete Arbeit gegen die
Reibungskraft ist

W =(p1—p2)-A-As

Ist Ap die auftretende Druckdifferenz und Iy, = Av der gegebene Volumenstrom,
so trifft man folgende Definition:

Definition 7.16: STROMUNGSWIDERSTAND

Der Quotient aus Druckabfall und Volumenstrom heifst Stromungs-
widerstad R

_ A

R_IV

Definition 7.17: NEWTON-FLUSSIGKEIT

Hingt der Strémungswiderstand R micht vom Druckverlust Ap ab,
so handelt es sich um eine Newton-Fliissigkeit.

Obige Definition des Stromungswiderstandes bedeutet anschaulich, je grofler der
Druckverlust Ap sein muss, um Iy stromen zu lassen, desto grofieren Widerstand
setzt die Rohrleitung der Stromung entgegen. Offenbar gilt:
AW A

P=—C=Ap-A-v= 1—51323-13
Um eine anschauliche Erkldrung der Viskositét zu finden, betrachte man eine
Fliissigkeit, die an einer Platte der Flidche A vorbeigleitet.
Direkt an der Platte treten zwischen Platte und Fliissigkeitsmolekiilen Adhisi-
onskrifte auf, die die Molekiile festhalten. Die folgenden Schichten miissen nun
iibereinander weggleiten. Dem stehen aber Kohé#sionskrifte entgegen. Folglich
wéichst die zu iiberwindende Kraft mit der Fliche A des Hindernisses, an dem
die Molekiile haften. Die Grofe der Kraft F , die notig ist, um einen Korper mit
vorgegebener Geschwindigkeit v durch eine ruhende Fliissigkeit zu bewegen,
héingt von den Kohésions- und Adhé#sionskriften ab:
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v=0 ; i:'u |
z=0

Abbildung 7.7: Adhésionskrifte an einer Platte

e Die Kraft F muss um so grofler sein, je grofer die Fliche A ist, an der die
Adhé#sion auftritt: F' ~ A.

e Ebenfalls muss F um so grofler sein, je grofer ¢ sein soll. Es geht also der
Geschwindigkeitsunterschied % zur ruhenden Fliissigkeit ein: F' ~ %

Der einfachste Ansatz fiir die Kraft F heifit

Newton’scher Reibungsansatz

dv

Definition 7.18: ZAHIGKEIT

Der Proportionalititsfaktor n heifst Zihigkeit oder Viskositdt der
Fliissigkeit und ist charakteristisch fiir die Molekularkrifte. Die SI-
Einheit ist 1 Ns/m? = 1 Pa-s.

| Olsorte (T = 55°C) | Zahigkeit n |
SAE 10 160 ...220 - 10~3 Pa-s
SAE 20 230 ...300 - 10~? Pass
SAE 30 360 ...430 - 1073 Pa-s

Tabelle 7.1: Zahlenbeispiel zur Viskositét
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Es zeigt sich, dass die Viskositdt von der Temperatur abhéngt. Dies kann sche-
matisch durch Platzwechselvorgénge erklart werden. Wir betrachten die Mo-
lekiile der Fliissigkeit als harte Kugeln. Dies erlaubt uns eine qualitative Aussage
iiber die Temperaturabhéngigkeit. Die Verzahnung benachbarter Kugelschichten
bedingt einen ,,Potentialberg®, der {iberwunden werden muss, denn die benach-
barte Kugelschicht muss etwas angehoben werden. Wenn die Molekiile bereits
betréchtliche thermische Energie besitzen, so ist dies leichter moglich. Die Hohe
des Potentialberges W, stellt die Aktivierungsenergie fiir den Platzwechsel dar.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir geht proportional mit exp(—W,/kT).

| Fliissigkeit | Temperatur ¢ | Viskositét n [Ns/m?] |

0 0 1,79-103
H,0 20 1,01-1073
0 50 0,55-10~3
H,0 100 0,28- 103

Tabelle 7.2: Zahlenwerte fiir die Temperaturabhéngigkeit der Viskositét

Versuch zur inneren Reibung (Couette-Viskosimeter)

Das Couette-Viskosimeter ist aus zwei gegeneinander drehbaren Zylindern auf-
gebaut, deren Wénde den Abstand dr =~ 1 mm haben. Der innere Zylinder ist
drehbar und zwischen den Zylindern befindet sich Fliissigkeit bis zu einer Hohe
h. Durch diese Hohe kann die mit Fliissigkeit bedeckte Oberfliche A der Zylinder
ein Drehmoment verursacht und ihn in eine Rotation mit der Winkelgeschwin-
digkeit w versetzt. Man erhélt folgende Ergebnisse:

1. Die Antriebskraft ist proportional zur Fliche A.
2. Die Antriebskraft wichst proportional zur Winkelgeschwindigkeit w.

3. Sie ist ebenfalls abh#ngig von der Art der Fliissigkeit, d.h. ihrer Viskositét
7.

4. Die Verwendung eines Innenzylinders mit kleinerem Abstand zum Aufen-
zylinder verursacht eine gréflere Kraft zur Aufrechterhaltung der gleichen
Geschwindigkeit. Der Grund hierfiir ist das Anwachsen der Fliche A mit
wachsendem Radiusr.

Diese Ergebnisse bestétigen den Newton’schen Reibungsansatz, wobei bei uns
gilt:
dv  d(wr)

— =w

dr ~ dr
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Anwendungen des Newton’schen Reibungsansatz

1. Stokes-Gesetz

Wir betrachten eine Kugel, die von einem Fluid umstrémt wird (siehe
Abbildung 7.8).

Abbildung 7.8: Stromung um eine Kugel

Fern der Kugel sei die Stromungsgeschwindigkeit v. An der Kugel haf-
tet dagegen die angrenzende Fliissigkeitsschicht, d.h. ¥ ist dort Null. Wir
haben ein Geschwindigkeitsgefille von

dv v

~ _
~

dz " a

mit a dem Radius der Kugel. Wir verwenden nun den Newton’schen Rei-
bungsansatz. An der Kugeloberfliche greift eine Reibungskraft Fr an, fiir
die nach Newton gilt:

Fr~ 47m2772 = 4dmnav
a

Tatséchlich stellt die Kugel ein Stromungshindernis dar und nach Bernoulli
ist deshalb die Stromungsgeschwindigkeit fiir z > a grofler als weit vor
oder hinter dem Hindernis. Eine strengere Betrachtung liefert daher fiir
Fr einen etwas grofleren Wert als jenen, den wir abgeschéitzt haben. Man
erhélt das

Stokes-Gesetz

Fr = 6mnav (7.6)
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Versuch: Kugelfall-Viskosimeter

Wir lassen eine Kugel in einem Fluid fallen. Nach einiger Zeit sind die
Schwerkraft und die Reibungskraft gleich groff, d.h. es herrscht Kréfte-
gleichgewicht. Da es sich in diesem Zustand um eine kriftefreie Bewegung
handelt, fallt die Kugel mit konstanter Geschwindigkeit. Die Kréftebilanz
ergibt

4
Fr =6mnav = Fy =mg = pg?ﬂ-a3

Dabei ist wegen der Auftriebskorrektur p = pruger — pri. Die Fallgeschwin-
digkeit ergibt sich zu

2 —
P PK — PFl ga2
9

Die Geschwindigkeit ist also proportional zum Quadrat des Kugelradius.
Kennt man nun den Kugelradius sowie die Dichte der Kugel bzw. der
Fliissigkeit und misst die Fallgeschwindigkeit, so kann man die Z&higkeit
der Fliissigkeit bestimmen.

2. Gesetz von Hagen-Poiseuille

Weil die Fliissigkeit an der Rohrwand haftet (v = 0), muss eine Kraft
Fg iiberwunden werden, um eine Strémung mit || aufrecht zu erhalten.
Dies geschieht durch eine Druckdifferenz zwischen Ein- und Austritt des
Rohres. Es ist

Fr = Apra®

Innerhalb des Rohres ergibt sich ein Geschwindigkeitsprofil der in Abbil-
dung 7.9 gezeigten Form.

Anschaulich ist klar, dass v(z) = ¢ (a? — 22) gelten konnte. Man findet in

der Tat

_Ap

v(z) = 4_nl(a2 - 22)

Wir schétzen Fr wieder aus dem Newton’schen Reibungsansatz ab und
setzen A = 2mal, d.h. A ist die innere Oberfliche des Rohres, denn [ ist
die Rohrlénge und a der Rohrradius. Ferner ist % R 2% , wobei v die
mittlere Stromungsgeschwindigkeit in etwa U = vy, /2 ist. Das Ergebnis

unserer Abschitzung lautet

Fr =~ 47mnlv
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Abbildung 7.9: Strémungsprofil in einer Rohre

Eine strengere Rechnung liefert stattdessen das Ergebnis

Fr = 8mnlv (7.7)

Wir berechnen nun noch den Stréomungswiderstand R nach Definition 7.16,
wobei der Volumenstrom durch Iy, = Av gegeben ist. Mit Ap = % folgt
somit

Ap Ap  Fr

R= 2P _ -
Iy ma?v w2

atv

Setzt man nun Fr gemif Gleichung (7.7) ein, so ergibt sich das

Gesetz von Hagen-Poiseuille

_ 8l
T rat

R (7.8)

Der Stromungswiderstand von Rohren hingt also &uflerst empfindlich vom
Rohrradius ab (~ a%) Wirkung zeigt diese Tatsache z.B. beim menschli-
chen Blutkreislauf. Ist dort ein Blutgeféfl stark verengt, so werden manche
Korperteile nicht mehr oder nur wenig mit Sauerstoff versorgt und in ihren
Funktionen eingeschriinkt oder sterben gar ab (Herzinfakt).

Im Prinzip kann {iber das Hagen-Poiseuillesche Gesetz auch die Zahigkeit
7 gemessen werden.
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7.3.4 Turbulente Stréomungen

Man stellt fest, dass oberhalb einer kritischen Stromungsgeschwindigkeit ein
Ubergang von laminarer zu turbulenter Stromung stattfindet. Es stellt sich die
Frage, wie man dies erkennt. Leitet man die Stréomung durch ein Rohr und tréigt
den Quotienten aus Druckabfall und Lénge des Rohres % gegen v auf, so ergibt
sich das Diagramm in Abbildung 7.10.

Ap
I

turbulent

laminar

Vkrit v
Abbildung 7.10: Diagramm zur Turbulenz

Wir finden folgende Zusammenhénge:
o Fiir v < vy ist Ap~ 0
o Fiir ¥ > vy, dagegen ist Ap ~ 72

Der Vergleich von laminarer und turbulenter Strémung ergibt, dass im lamina-
ren Fall das Stromungsfeld im Gegensatz zur Turbulenz nicht explizit von der
Zeit abhéangt. Ferner kann bei Turbulenz die Bahn eines Fliisigkeitselementes
Am nicht durch einen Stromfaden charakterisiert werden, was im laminaren Fall
der Fall ist. Wie wir bereits gesehen haben, unterscheiden sich die beiden Fille
zudem durch die Abhéingigkeit des Stromungswiderstandes von der Geschwin-
digkeit. Im Laminarfall hingt dieser linear, bei Turbulenz quadratisch von der
Stromungsgeschwindigkeit ab. Letztlich dominieren bei laminarer Stromung die
Reibungskréfte, wihrend bei der Turbulenz die Druckrifte tiberwiegen.

Entstehung und Auswirkung der Wirbelbildung

Wir betrachten den Fall einer Wirbelstrafle hinter einer angestromten Platte. Bei
einer idealen Stromung ergibt sich die in Abbildung 7.11 dargestellte Situation.
Vor und hinter der Platte herrsche der Druck py, oben und unten der Druck p,,.
Der Druck iiber und unter dem Hindernis ist natiirlich niedriger, weil sich dort
die Stromfiden zusammendringen und somit eine gréfiere Stromungsgeschwin-
digkeit vorliegt. Die Bernoulli-Gleichung sagt aus:
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Dn
e j23 TS — 7
Pn

Abbildung 7.11: Ideale Stromung um eine Platte

1 2
Pn+ 5P0" = Ph

Der Staudruck muss aus der Druckdifferenz p;, —p,, stammen. Im Idealfall ist der
Stromungsverlauf vor und hinter dem Hindernis identisch. Die ,,Bewegungsener-
gie® % pv? reicht gerade aus, um gegen den Druckunterschied pj, —p,, anzulaufen.
Bei einer viskosen Stromung verrichtet ein Teil der Bewegungsenergie Arbeit
gegen die Reibungskréfte. Dadurch kommt die Fliissigkeit nicht mehr gegen
das Druckgefille an. Sie ,kehrt um*, stromt also auf das Hindernis zu. Diese
Gegenstromung muss Arbeit gegen die Reibungskrifte verrichten. Um nun einen
Wirbel bilden zu koénnen, muss die Bewegungsenergie in der Gegenstromung
hinreichend hoch sein. Ebenso muss die Druckdifferenz eine bestimmte Grenze
iiberschreiten, um einen Wirbel zu erzeugen (siehe Abbildung 7.12).

Abbildung 7.12: Wirbelstrafle

Wir wollen nun den Stréomungswiderstand R in turbulenten Strémungen ,,be-
rechnen®. Die Wirbel enthalten Rotationsenergie, die aus dem Druckunterschied
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P, — P, stammen muss. Folglich kann p} hinter dem Hindernis nicht so grof sein
wie pp vor dem Hindernis. Auf das Hindernis wirkt also die Kraft

Fp = (pn —p}) - A
in Richtung der Stréomung (,D* fiir Druckkraft). Wir wollen Fp nun abschitzen.

Wenn der gesamte Staudruck %,ov2 in Rotationsenergie umgesetzt wiirde, dann
ware

1
ph = ph = 5pv°
Dabei vernachléssigen wir die Arbeit gegen die Reibungskrifte. Somit ist
1
Fp=(ph—1p}) A= §pv2~A

In Wirklichkeit ist Fp auch noch von der Korperform abhéngig. Es gilt fiir die

Widerstandskraft

1
FD:cw-§p~v2~A (7.9)

Definition 7.19: WIDERSTANDSBEIWERT

Der von der Korperform abhdngige Proportionalitdtsfaktor ¢, heifit
Widerstandsbeiwert.
Der Zusammenhang aus Gleichung (7.9) gilt auch noch unter Einschluss des
Stromungswiderstandes Fr aufgrund der Reibung.

Einfithrung der Reynoldszahl

Wir vergleichen die Druckkraft Fp mit der Reibungskraft F r. Die Druckkraft
muss wesentlich iiberwiegen, sonst entstehen keine Wirbel. Daher ergibt sich

Fp > Fr

1
Ap-A=-p?-a > 773~A
2 a
pVa

— > 1
n

Definition 7.20: REYNOLDS-ZAHL

Der folgende dimensionslose Parameter Re heifit Reynolds-Zahl

Re:@
n
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Dabei ist v die Anstromgeschwindigkeit, a eine charakteristische Abmessung des
umstromten Hindernisses oder des durchstromten Rohres, 1 die Zahigkeit und p
die Fliissigkeitsdichte. Die Reynoldszahl bestimmt, ob Turbulenz auftritt. Man
findet experimentell, dass Turbulenz fiir Reynoldszahlen Re > 2 - 10 auftritt.
Der exakte Wert héngt von der Form des Hindernisses, der Oberflichenbeschaf-
fenheit o.4. ab. Der angegebene Wert ist eine Faustregel.

Stromungen heiflen dhnlich, wenn in ihnen die Reynoldszahl denselben Wert
hat. Um eine konstante Reynoldszahl zu erreichen, miissen a und v (bei gleicher
Form des Hindernisses) einander umgekehrt proportional gesindert werden.

Treibstoffverbrauch von Kraftfahrzeugen

Wir wenden vorstehende Uberlegungen auf die Bewegung von Kraftfahrzeugen
an. Die aufzuwendende chemische Energie wird gebraucht, um die Druckwider-
standskraft Fp zu iiberwinden. Die Rollreibung kann vernachléssigt werden. Die
bendtigte Leistung betrigt

1
P:FD-v:cwng?’-A

wenn man Fp aus Gleichung (7.9) einsetzt. Man muss also entweder die ange-
stromte Flidche oder den Wiederstandsbeiwert moglichst klein machen.

| Widerstandskorper | Cw-Wert |
Rennwagen 0,25 ...0,35
PKW (Golf I) 0,41
PKW (Passat Bj.1983) 0,38
Kugel 0,25...0,43

Tabelle 7.3: Typische Widerstandsbeiwerte

Die genauen Werte héngen von der Oberflichenbeschaffenheit des jeweiligen
Korpers ab. Den Fahrer interessiert besonders die aufzuwendende Energie pro
Fahrstrecke s:

W F DS 1

2
= = - A
S S 2 CwpV

Der Betrag der aufzuwendenden Energie steigt also proportional mit v? an.
Wesentliche Einsparungen setzen die Entwicklung sparsamer Motoren bzw. eine
sparsame Fahrweise voraus.

Auftrieb und Widerstandskraft beim Fliegen

Ein umstromter Tragfliigel erfihrt eine dynamische Auftriebskraft F4 mit

[Fal=p-v-b-A
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Anders als beim Magnuseffekt kommt I' nicht durch die Rotation des Korpers
zustande, sondern durch Wirbelbildung. Wir setzen zunichst laminare, zédhe
Stromung um das asymmetrische Profil voraus.

Vo

T

Abbildung 7.13: Zirkulation um einen Tragfliigel

Da der Weg oben lénger ist, wird die Luft auf diesem Weg stirker abgebremst,
als jene die unten fliet. Hinter dem Tragfliigel entsteht also ein Geschwindig-
keitsgefille zwischen benachbarten Luftschichten. Ubersteigt das Gefille einen
bestimmten Grenzwert, abhéngig von 1 und v, so entsteht ein Wirbel hinter
dem Tragfliigel. Da der Gesamtdrehimpuls der stromenden Luft erhalten blei-
ben muss, bildet sich eine Zirkulation I' um das gesamte Profil aus (mit ent-
gegengesetztem Drehimpuls). Der Wirbel 16st sich vom Tragfliigel ab, wéihrend
die Zirkulation erhalten bleibt. Sie ist fiir die dynamische Auftriebskraft verant-
wortlich.

Fiir Fp gilt

FDZCw~g’U2'A

Dabei hingt ¢,, vom Profil und vom Anstellwinkel @ ab.
Fiir Fy liefert Bernoulli

FAZAp-A:CA~g(U%—U[2])'A

ca ist der Auftriebsbeiwert. Er hingt ebenfalls von der Form des Profils und «
ab. Aus einem Modellversuch erhélt man folgende Werte

[a[T[Fa N [ Fp [N [ Fa/Fp |

0 35 35 1
10 35 1 ~9
20 57 10 ~ 6
30 60 30 2

Krifte beim motorlosen Flug

Es gibt keinen mechanischen Antrieb. Die fiir die dynamische Auftriebskraft Fy
erforderliche Geschwindigkeit v muss allein aus der Fallbewegung des Flugzeu-
ges stammen. Das Flugzeug muss sich auf einer abwirts gerichteten Flugbahn
bewegen.
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Die resultierende Kraft F = F 4+ ﬁw muss mg kompensieren.

. IR

siny = ———
mg
F,

tany = _|_'w|
|Fal

Definition 7.21: GLEITZAHL

Das Verhiltnis g—z heifst Gleitzahl.

Um ein moglichst kleines 7 zu erhalten, muss F)y moglichst grol werden. Da Fy
aber nicht beliebig vergroflert werden kann, muss mg moglichst klein gehalten
werden.

Durch Thermik erhélt die Stromungsgeschwindigkeit eine zusétzliche vertikale
Komponente (statischer Auftrieb) und das Flugzeug kann steigen.

Motorflug

Durch den Antrieb erhilt man eine zusétzliche Schub-/Zugkraft F,. Damit ist
ein Steigflug moglich.
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7.4 Transporterscheinungen

7.4.1 Einfiihrung

Molekiile, Atome sowie Ladungstréger sind in sténdiger thermischer Bewegung.
Besteht eine rdumliche Asymmetrie wie Konzentrationsgefiille, Temperaturgefille
etc. so entstehen Strome von Teilchen, Energie etc, die so gerichtet sind, dass
das betreffende Gefille abgebaut wird. Man spricht von irreversiblen Ausgleichs-
vorgingen. Dazu zéhlen

e Diffusion

Transport von Teilchen. Ursache ist ein Konzentrationsgefille.

o Wirmeleitung

Transport von Energie. Ursache ist ein Temperaturgefille.

o Innere Reibung (Viskositét)

Transport von Impuls. Ursache ist ein Geschwindigkeitsgefiille.

Eine wichtige Grofle ist dann offenbar der Weg, der im Mittel von einem Teilchen
des Ensembles zwischen zwei Stoflen, in denen ein Austauschprozess passiert,
zuriickgelegt wird.

Definition 7.22: MITTLERE FREIE WEGLANGE

Der Weg eines Teilchens zwischen zwei Stoflen heiffit mittlere freie
Weglinge X.

7.4.2 Mittlere freie Wegléinge

Wir lassen ein Molekiil mit Radius r; durch ein Gas mit Teilchen (Radius 72)
laufen. Wenn die Gasmolekiile praktisch ruhen, so findet ein Stof3 statt, wenn die
Teilchenmittelpunkte von stolendem und gestolenem Teilchen weniger als r1 +
o voneinander entfernt sind. Der ,,Stofquerschnitt* o = 7(r1 + 72)2?. Wenn ein
Weg x zuriickgelegt wird, so iiberstreicht der Stofquerschnitt einen Kanal von
Volumen o - x. Ein Stof tritt ein, wenn in diesem Kanal ein Teilchenmittelpunkt
liegt. Bei einer Teilchenzahldichte n liegen im Volumen o - x gerade n - o - x
Teilchen. Wenn n -0 - = 1 wird, so tritt im Mittel auf der Strecke = gerade ein
Stof auf., d.h. x ist dann die freie Weglénge A.

n-o-A = 1
1
>\ = —
n-o
Wenn die Gasteilchen sich mit etwa derselben Geschwindigkeit wie das stossende
Teilchen bewegen, so kommen etwas héufiger Stole vor, d.h. A wird kleiner.
Offenbar ist
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r=v,-1
mit ¥, = (¥ — ) wird
Vo= R+ B2 )
——
=0
=02 ~ 211_% sofern T~ Uy D

2

Wir ersetzen v2,v? durch niherungsweise 2, 9,2 und erhalten

VR V2-D

Die Stofizahl ist proportional zu v,.. Die freie Weglidnge wird also um den Faktor
1/ V2 Kleiner:

1

A= ——m
V2-n-o

7.4.3 Diffusion

Definition 7.23: DIFFUSION

Als Diffusion bezeichnet man den gerichteten Transport von Teilchen

in Materie.
Wir versuchen, die Grofle die transportiert wird, hier Masse, in Zusammenhang
mit jener zu bringen, die die Diffusion verursacht, das Konzentrationsgefille.
Wir verkniipfen also die Diffusionsstromdichte j (Teilchen s~' m~2) mit dem
Konzentrationsgefille (Dichteunterschied) 4.

1. Fick’sches Gesetz

dn

- (7.10)

j=-D

D heift Diffusionskoeffizient (m? s—!). Das Minuszeichen bedeutet, dass der
Transport von Orten hoher zu Orten niedriger Dichte stattfindet. D nimmt mit
wachsender Temperatur zu, da die Bewegung der Molekiile schneller wird. D ist
fiir leichte Molekiile bei vorgegebenem T grofler, da sich leichte Partikel schneller
bewegen. Auflerdem ist die Diffusion in Fliissigkeiten langsamer als in Gasen,
weil die freie Wegldnge aufgrund der groflieren Packungsdichte in Fliissigkeiten
kleiner ist.
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Herleitung des 1. Fick’schen Gesetz fiir Gase

Wir betrachten die Stromdichten j; und j, durch eine Fliache A im Gasvolumen.
Im Mittel fliegen N/6 der Molekiile in die Richtungen +x, +y, +2. Wir verglei-
chen die Strome von links bzw. von rechts durch A und denken daran, dass
wir ein Dichtegefille in x-Richtung vorliegen haben. Fiir j; ergibt sich offenbar

(G = tn@))
1 dn

Ji= 6(”(930) - %'Eo “Az) - v

Wir haben die Vorstellung, dass jene Teilchen, die sich im Mittel mit v in x-
Richtung nach rechts bewegen, aus der Gegend x¢—Ax stammen, wobei offenbar
Az die freie Weglédnge ist. Entsprechend gilt

. 1 dn —
Jr = 6(”(550) + %h’o -Az) - v

Der Nettostrom der Diffusion, jp, ist

1 dn
(i — g = _—Z.92. 22 AT
JD (]l jr) 6 d.’E'zO A-v
1 dn _
— _g.)\.%lwo.v
d.h.
D=1y
3

Wir haben das 1. Fick’sche Gesetz begriindet und einen Ausdruck fiir D erhal-
ten. Wir setzen nun ein:

1 1
A = — .
V2 no
_ 3kT
v~ —
m
p = nkT

und erhalten

Damit finden wir

e fiir p = konstant: D T:

e fiir T' = konstant: D o %
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e leichte Molekiile diffundieren schneller wegen D o —=

vm

| Aggregatszustand | D [m*/s] |

Gase 10—°
Fliissigkeiten 10~10
Feststoffe 10—20

7.4.4 Warmeleitung

Wir verkniipfen hier die Warmestromdichte jy mit dem Temperaturgefille %

in Richtung des Wirmetransportes. Analog zum 1. Fick’schen Geetz wird ge-
schrieben

dr

o\

Jw dx

Das Vorzeichen sagt wieder aus, dass der Transport von héheren zu niedrigeren
Temperaturen erfolgt.
Definition 7.24: WARMELEITFAHIGKEIT

X\ heifft Warmeleitfihigkeit. Einheit W m~1 K1

Bei der Warmeleitung transportiert jedes Molekiil im Mittel die Wérmemenge
LKT (f = Zahl der Freiheitsgrade).
Die Wérmestrome durch die Fliche A bei ¢ sind dementsprechend:

1 dn dv f

go= 6(n(w0) — %f) (v — %f) . §kT(x0 —I)
Jr = %(n(wo) + Z—Zf) (v 4+ Z—;f) . ng(xo + )

wobei Z jener Bereich ist, aus dem die transportierte Energie stammt, also die
freie Weglénge. Fiir den Nettostrom erhalten wir

. 1 f _.dT
]W_éng.k.fu)\%
so dass wir fiir Ay erhalten

Setzen wir nun wieder fiir die freie Weglénge ein

1 1

AN = — .=
V2 n-o
= A - Lk
YT e "
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Offenbar ist Ay unabhéngig von der Teilchendichte n, d.h. unabhingig vom
Gasdruck (gilt nicht mehr, wenn die freie Wegléinge in den Bereich der Gefédi-
mensionen kommt). Da @ von T abhéngt, steigt Ay mit wachsender Temperatur
an.

| Material | Warmeleitfihigkeit [W K=T m™1] |

Ag 427

Cu 398

Al 237

Fe 80
Edelstahl 14,6

H>O 0,6
Luft 0,025

Wir betrachten im Speziellen die Metalle. Dort sind die Elektronen frei beweglich
und fithren eine Brown’sche Bewegung aus, die den Energietransport liefert.

Wiedemann-Franz’sches Gesetz

Gute Stromleiter ( = effektiver Ladungstransport) sind auch gute
Wirmeleiter ( = effektiver Energietransport)

Die Wirmeleitfihigkeit A und die elektrische Leitfdhigkeit o sind einander pro-
portional

K(T) ist eine Funktion von T, da die kinetische Energie der Elektronen von T'
abhéngt.

7.4.5 Innere Reibung: Viskositéit

Die molekularkinetische Deutung der inneren Reibung in stromenden Fliissig-
keiten ist Impulstransport quer zur Stromungsrichtung. Anschaulich tauschen
benachbarte, mit unterschiedlicher Geschwindigkeit « sich bewegende Fluid-
schichten Molekiile aus. Dadurch wird der Geschwindigkeitsgradient abgebaut.
Zur Aufrechterhaltung von % ist eine Schubspannung 7 = % (It. Newton’schem
Reibungsansatz) notwendig.
Wir wollen nun die innere Reibung mikroskopisch behandeln:
Wir betrachten die Impulsstromdichten durch eine Fldche A, senkrecht zu .

1 dp 1

j:Env-m~u(z):E~Z
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Mit der freien Weglinge z und dem transportierten Impuls aus jenem Bereich
der die Fldche A kreuzt

erhalten wir

1 d
jis = g T-m (u(zo)+£|ZO z)
1 d
A g v-m - (u(2g) £|ZU z)
Die Nettostromdichte ist
d
jy=—=-n-0-m )\~de

Wir haben somit den Newton’schen Reibungsansatz fiir Gase begriindet und die
Zghigkeit n berechnet. Substituiren wir wieder A, ldsst sich n darstellen als

1 om
77_3\/5 o

d.h. n ist unabhéngig vom Gasdruck.
Aw und 7 hiangen von denselben Konstanten ab:

Aw oy

n M
Offenbar ist jy die Impulsstromdichte. In z-Richtung gilt also
_ldp, 1 d

JV—Z i —Z%(mlu\)
Nach der Grundgleichung der Dynamik ist
dpe
= - F,
dt
1 dp.  F:
Aa T A
Die Kraft, die benéttigt wird um Z—: aufrecht zu erhalten, ist also
Fo=n- 24

:’[’I~£
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Wirmetransport durch Konvektion

Stromungsvorgéige werden auch durch lokal vorhandene Temperatur- und da-
mit Dichteunterschiede in Gang gesetzt. Z.B. Auftrieb wirmerer Bereiche oder
sehr komplizierte Stromungsfelder mit erstaunlicher Regelméfigkeit (Bénard-
Zellen). Will man Konvektion weitgehend unterdriicken, muss man vorhandene
Hohlrdume moglichst klein halten.
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7.5 Elektrischer Gleichstrom

7.5.1 Strom und Widerstand

Charakeristisch fiir eine ruhende Ladung ist ihr elektrisches Feld E , welches auf
eine Probeladung ¢q eine Kraft

— —

F.=q-F
ausiibt. Bewegte Ladungen zeigen dagegen zusétzliche Wirkungen:

e FEin vom Strom durchflossener Leiter erwirmt sich.

e In der Umgebung eines stromdurchflossenen Leiters wird eine Magnetna-
del abgelenkt - wie durch einen Stabmagneten. Ein Strom ist also von
einem Magnetfeld umgeben.

e Zwischen stromfithrenden Leitern existieren Krifte. Anschaulich wird dies
durch die Magnetfelder, die um die beiden Leiter hervorgerufen werden.

e Bei Gasentladungen wird elektrische Energie in Licht umgewandelt.

Definition 7.25: ELEKTRISCHER STROM

Elektrischer Strom ist ein Transport von Ladungen.

Normalerweise versteht man darunter Elektronen, die sich mit kleiner Geschwin-
digkeit in Metallen vorwartsbewegen. Ladungstréger sind an Materie gekoppelt.

Exotisches Beispiel: Aufstehen vom Stuhl

Beim Aufstehen von einem Stuhl kann man sich elektrisch aufladen. Wenn man
nun so aufgeladen durch das Zimmer geht, so transportiert man diese Ladung.
Man stellt also einen Strom dar.

Der Ladungstransport ist leicht moglich in sogenannten Leitern. Diese sind in
den allermeisten Féllen Metalle und ihre Legierungen. Die Elektronen des Me-
talls (bestehend aus Ionenriimpfen und Elektronengas) sind leicht verschiebbar.
Der Ladungstransport ist dagegen schwer méglich, wenn kein Elektronengas vor-
handen ist, sondern die Elektronen an bestimmten Gitterplétzen fest gebunden
sind. Solche Stoffe heiflen Isolatoren. Beispiele sind Glas, Kunststoff, bestimmte
Keramiken und Holz.

Definition 7.26: ELEKTRISCHER STROM

Der Strom I ist die Ladungsmenge AQ), die im Zeitintervall At durch
eine vorgegebene Leiterquerschnittsfliche A fliefit:

L AQ dQ
I=[lim A~y = = Q0
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Die Gesamtladung @, die zwischen t; und t; durch A hindurchgeflossen ist,
betréigt dann

to
Q= [ It

t1

Der Nachteil bei der Definition des Stromes besteht darin, dass er von der Grofie
und der Orientierung der Fliache A abhéngt. Deshalb fiihrt man die Stromdichte
7 ein.

Definition 7.27: STROMDICHTE

Die elektrische Stromdichte ist definiert durch

- dl

= dA
Dabei ist © der Einheitsvektor in Richtung des Stroms. Man kann (analog der
Stromungsmechanik) die Stromdichte durch die Ladungstrigerdichte p.; und die
Ladungsgeschwindigkeit ¢’ ausdriicken:

)]

j:pel'{j:q'n'ﬁ

Dabei ist ¢ die Gréfle der einzelnen Ladung und n die Ladungstrigerdichte, d.h.
die Zahl der Ladungen pro Volumen.

Definition 7.28: STROMRICHTUNG

Der Strom hat die Richtung von ¥, wenn die Ladung q positiv ist.
Sonst ist j entgegengesetzt gerichtet.

Ein Vergleich mit den Strémungen in Fluiden ergibt, dass der Volumenstrom
dort von der Druckdifferenz aufrechterhalten wird. Analog wird dies fiir den
elektrischen Strom von der Potentialdifferenz, der Spannung, iibernommen. Wir
kommen nun zum Begriff des elektrischen Widerstandes. Er entspricht dem
Stromungswiderstand R beim Massenstrom. Um einen Ladungsstrom konstan-
ter Geschwindigkeit ' aufrecht zu erhalten, muss offenbar Beschleunigungsarbeit
verrichtet werden. Man muss daher an den Leiter eine Spannung U anlegen. Wir
berechnen nun die Arbeit W, die an den Elektronen beim Durchlaufen von U
verrichtet wird. We; ist pro Ladungstriger

We = q- U
Fiir mehrere (N) Ladungstriger gilt, wenn ) die Gesamtladung ist
Wag=N-q-U=Q-U=U-1-t

Die elektrische Leistung ist dann wegen

_ dWel

P,
LT T

=U-I
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Aus der Einheit der Energie 1J folgt fiir die Leistung 1J/s = 1 W. Die Einheit
der Spannung ist das Volt (1V), so dass gilt: W =V - A.

Fiir metallische Leiter gilt im allgemeinen ein linearer Zusammenhang zwischen
I und U. Je groBer die angelegte Spannung U ist, desto grofer ist der flieBende
Strom. Dieser Zusammenhang trigt den Namen

Ohm’sches Gesetz

U=R-TI (7.11)

Definition 7.29: ELEKTRISCHER WIDERSTAND

Die in Gleichung (7.11) auftretende Proportionalititskonstante R
heifit elektrischer Widerstand. SI-Einheit 1 Q0 (Ohm).

Fiir einen homogenen, zylindrischen Leiter ist offenbar der Widerstand propor-
tional zur Lénge des Leiters und zu einem Querschnitt. Es ergibt sich folgender
Zusammenhang

l
= — 12
R Pel A (7 )

In diesem Zusammenhang ist der Proportionalitidtsfaktor pe; keine Ladungs-
tragerdichte, sondern der spezifische Widerstand.

Definition 7.30: SPEZIFISCHER WIDERSTAND

pel heifit spezifischer Widerstand und ist eine Materialkonstante.
Es stellt sich die Frage, wie man R erhilt. Die Antwort ist, dass man eine Strom-
Spannungscharakteristik I(U) aufnimmt. Dazu wird fiir jeden Spannungswert U
der zugehorige Strom I gesucht und R = U/I ausgerechnet. Man stellt schlief3-
lich fest, dass R von U abhingt. Der Grund hierfiir ist die Tatsache, dass der
Widerstand sich erwérmt und R von 7' abhéngt, weil die Bewegung der Elek-
tronen mit wachsender Temperatur starker wird.

Definition 7.31: DIFFERENTIELLER WIDERSTAND

Die Steigung der I(U)-Kurve liefert den differentiellen Widerstand

dUu
Rairy = o7
Spricht man allgemein vom Widerstand, so meint man stets den statistischen
Widerstand nach dem Ohm’schen Gesetz.
Der Widerstand des menschlichen Korpers hingt von der Konstitution und vom

Ubergangswiderstand der Haut ab. Er nimmt mit wachsender Spannung ab.
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Stromschédigungen kénnen bei Stromen > 20 mA auftreten. Auch kénnen keine
grofleren Spannungen am Menschen eingestellt werden.
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7.5.2 Elektrische Schaltungen

Der einfachste Stromkreis besteht aus einer Spannungsquelle und einem Volt-
meter zur Spannungsmessung (siehe Abbildung 7.14). Ein Strich ist dabei ein
elektrischer Leiter.

%

Abbildung 7.14: Einfachster Stromkreis

Generell werden die von uns bendétigten elektrischen Bauelemente durch ein
Symbol aus Abbildung 7.15 dargestellt.

—' — Galvanisches Element —{—3+——  Elektrischer Widerstand
+ -
—_?_ o— Gleichspannungsquelle (DC) ——amm———  Induktivitat

—o0 o0——  Wechselspannungsquelle (AC) —AAMWW——  Induktivitdt (Spule)

——W Strom-/Spannungsmefgerit —I Iw Kondensator
——l— Leiterverzweigung = Erdung

—
———-®— Lampe (Verbraucher) —MWW——  Induktivitdt mit Eisenkern

Abbildung 7.15: Elektrische Bauelemente

Bei einem Strom- oder Spannungsmessgerit erkennt man aus der Schaltung,
um welches Geriét es sich handelt. Man kann identisch gebaute Geréte fiir beide
Messungen verwenden. Weitere haufig vorkommende Symbole sind die Leiterver-
zweigung, die mit einem Punkt gekennzeichnet wird, der elektrische Widerstand
(offenes Rechteck), Kondensator (zwei symbolisierte Kondensatorplatten) und
die Induktivitdt (gefiilltes Rechteck). Die beiden letzten Bauelemente werden
in spéteren Kapiteln ausfiihrlich behandelt. Der Begriff ,,Erde“ oder ,,Erdung®
bedeutet, dass man alle Korper, die sich aufladen kénnen, durch eine metallische
Leitung miteinander und mit der Umgebung verbindet (z.B. mit der Wasser-
leitung oder der Heizung). Anschaulich kann man sich die Situation an einem
Widerstand so vorstellen, als wiirden sich dort die Elektronen stauen, zu einer
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Ladungsanhdufung fithren und somit den Spnnungsunterschied zwischen den
Widerstandsenden hervorrufen (,,Spannungsabfall®).

Beispiel fiir eine Schaltung mit Strom- und Spannungsmessung

Eine Taschenlampenbatterie betreibt eine Glithbirne. Der Strom der Elektro-
nen versucht, das Ladungsungleichgewicht zwischen den Klemmen auszuglei-
chen. Dazu miissen sich die Elektronen durch die Heizwendel der Gliihbirne
,hindurchquetschen“. Dabei wird Wérme aus elektrischer Energie erzeugt. Die
Folge ist, dass sich die Wendel bis zum Gliithen autheizt. In Abbildung 7.16 ist
die Schaltung mit einer Spannungsmessung bzw. mit Strom- und Spannungs-
messung zu sehen.

T+ ® Ju T Fu
%

I

Abbildung 7.16: Stromkreis mit einer Glithlampe

7.5.3 Elektrische Spannungsquellen

Wir stellen die Frage, unter welchen Bedingungen sich Ladungen bewegen, d.h.
ein Strom flieft. Es ist eine experimentelle Erfahrung, dass man einen Leiter
mit einer Spannungsquelle verbinden muss, damit die Ladungstréger in Bewe-
gung geraten. Die Elektronen des Leiters erfahren eine elektrische Kraft Fy,
denn sonst wiirden sie sich nicht bewegen. Mit anderen Worten: Die Ladungen
befinden sich in einem elektrischen Feld E.

Definition 7.32: ELEKTRISCHES FELD

Das elektrische Feld ist definiert durch

—

—

E = lim E
q—0 ¢q

In Worten: Die Kraft F,; bezogen auf die Gréfle der Probeladung ¢, wird elek-
trisches Feld genannt. Das elektrische Feld dndert sich nicht iiber den Bereich
von ¢. Das elektrische Feld ist im gewissen Sinne mit dem Gravitationsfeld zu
vergleichen.

Es stellt sich die Frage nach der Ursache fiir ﬁel. Diese Kraft wird durch nicht
kompensierte Ladungen hervorgerufen. Wir schliefen daher: Zwischen den Po-
len der Spannungsquelle besteht ein Ladungsungleichgewicht. Genauer muss die
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Spannung der , Spannungsquelle“ durch eine Ladungsanhiufung erzeugt wer-
den, denn eine ungleichméflige Ladungsverteilung bedeutet elektrische Krifte,
somit auch ein elektrisches Feld, eine Beschleunigung von ¢ und damit einen
Stromfluss. Die Spannung ist ein Maf} fiir die Grofle von Ladungsanhiufung
zwischen den Enden des Leiters. Beispiele fiir Spannungsquellen sind die Ta-
schenlampenbatterie, die Steckdose und das Thermoelement.

Wirkungsweise einer Spannungsquelle

1. Galvanisches Element:

Ein galvanisches Element besteht aus zwei Stédben verschiedener Metalle, die z.B.
in Schwefelsdure eingetaucht sind. Verschiedene Metalle haben ein unterschied-
liches Bestreben aufgrund der Adhésionskrifte zwischen Metall- und Fliissig-
keitsmolekiilen in Losung zu gehen. Dabei treten die Metallatome als Ionen in
die Fliissigkeit iiber. Die Elektronen bleiben im Metall zuriick.

Definition 7.33: IoN

Ein Atom, welches nicht neutral ist, da zur Kompensation der Kern-
ladung entweder Elektronen fehlen (positives Ion, Kation) oder zu-
viele vorhanden sind (negatives Ion, Anion).

Gehen nun bei z.B. Zink (Zn) mehr Ionen in Lésung als bei z.B. Kupfer (Cu), so
14dt sich das Zink gegen das Kupfer negativ auf. Wir haben ein Ladungsungleich-
gewicht, denn in der Zinkelektrode hiufen sich negative Ladungen (verglichen
mit Kupfer) an. Zwischen den beiden Elektroden besteht folglich eine Spannung
U. Verbinden wir die beiden Metallelektroden, so werden die Elektronen durch
den Draht ,,gepumpt“. Das galvanische Element ist eine Ladungspumpe. Thre
Leistungsfihigkeit hingt davon ab, wieviele Ionen pro Zeit in Losung gehen. Der
Elektronenstrom lésst sich konstant aufrecht erhalten, denn wenn sich der Un-
terschied in der Ladungsdichte ausgleichen kann gehen dauernd weitere Ionen
in Losung. Gelangen nun Zinkionen zur Kupferelektrode, so nehmen sie zwei
Elektronen auf, und scheiden sich als metallisches Zink auf der Kupferelektrode
ab.

2. Erzeugung hoher Spannungen (Bandgenerator)

Besonders hohe Spannungen werden durch einen Bandgenerator nach van-de-
Graaff erzeugt, wie er in Abbildung 7.17 zu sehen ist.

Im Punkt P werden von der Kugel L stammende Ladungen auf das rotierende
Band aufgebracht. Im Punkt Q werden diese Ladungen vom Band an die Ku-
gel K abgegeben. Auf diese Art und Weise entsteht zwischen L und K durch
Ladungstrennung eine hohe Spannung (~ 10°V).



7 Stréomungsvorginge 184

L @K

Q

P
©
Abbildung 7.17: Bandgenerator nach Van-de-Graaff

7.5.4 Elektrische Netzwerke
1. Kirchhoff’sche-Regel (Knotenregel)

Da Strome bewegte Ladungen darstellen, kénnen sie aufgrund der Ladungser-
haltung nicht einfach verschwinden. Sie kénnen sich nur in beliebig viele andere
Strome aufteilen. Wir betrachten einen Schaltungspunkt, in dem mehrere Lei-
ter zusammen kommen. Dabei sollen hineinflieBende Stréme ein positives und
herausflieBende Strome ein negatives Vorzeichen haben. Es gilt die

1. Kirchhoff’sche-Regel

N

> Ii=0 (7.13)

i=1
In einem Knotenpunkt ist die Summe der einfliefenden Stréme
gleich der Summe der herausfliefSenden.

2. Kirchhoff’sche-Regel (Maschenregel)

Kein Punkt einer Schaltung kann gegen sich selbst eine Spannung haben, d.h. ein
Unterschied in der Ladungsverteilung (Ladungsungleichgewicht) kann nur zwi-
schen zwei verschiedenen Punkten bestehen. Wir betrachten einen geschlossenen
Schaltungsteil (, Masche“). Sie kann Widersténde, Spannungsquellen und andere
Bauelemente, die wir spéter kennenlernen werden, enthalten. Spannungsabfille
treten auf, wenn durch Widerstéinde Strom flieit. Die Summe der Spannungen
in einem geschlossenen Stromkreis, den man in einer festen Richtung durchliuft,
liefert also Null. Dies ist die
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2. Kirchhoff’sche-Regel

Y Ui=0 (7.14)

Die Summe der Spannungen in einem geschlossenen Stromkreis, den
man in einer festen Richtung durchlduft, ist Null.

Die beiden Kirchhoffschen Regeln finden Anwendung bei der Parallel- und Se-
rienschaltung von Widersténden.
Parallelschaltung:

Drei Widersténde seien parallel in einem Stromkreis eingebaut (Abbildung 7.18).

Rl Il
Iy

I3

Abbildung 7.18: Parallelschaltung von drei Widerstédnden

Aufgrund der Ladungserhaltung und somit wegen der Knotenregel gilt folgender
Zusammenhang

L+IL+I—1=0

Jeder ,, Verbraucher* lisst einen bestimmten Strom I; zu, der aus dem Ohmschen
Gesetz folgt, weil U denselben Wert fiir alle Verbraucher hat. Somit ist

°1 U
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Definition 7.34: LEITWERT
Der Kehrwert eines Widerstandes G = % wird Leitwert genannt.
Die SI-Einheit des Leitwertes ist 1A/V =1 Q71 = 18 (Siemens).

Es ergibt sich daher als Gleichung fiir den Gesamtwiderstand Rges bzw. den
Gesamtleitwert

Gesamtleitwert der Parllelschaltung

Gyes = =y = (7.15)

Bei der Parallelschaltung von Widerstédnden addieren sich die Kehrwerte der
Einzelwiderstdnde zum Kehrwert des Gesamtwiderstandes. Anders ausgedriickt
kann man sagen, in einer Parallelschaltung addieren sich die Einzelleitwerte zum
Gesamtleitwert.

Serienschaltung:

Drei Widerstinde werden gemé&fl der Abbildung 7.19 hintereinander in einen
Stromkreis eingebaut.

| J ‘l,—_!; l '
Ry R, R3

Abbildung 7.19: Serienschaltung von drei Widersténden

Der Strom I muss nun durch alle Verbraucher flieen. Er kann sich nicht auftei-
len oder stauen. An jedem Verbraucher R; tritt ein Spannungsabfall U; = R; - [
auf. Die Summe aller Spannungsabfélle muss nach der zweiten Kirchhoff’schen
Regel die Gesamtspannung U ergeben:

Es ergibt sich als
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Gesamtwiderstand der Serienschaltung

Rges = Ri (7.16)

Bei der Serienschaltung addieren sich die Einzelwidersténde zum Gesamtwider-
stand.

Spannungsteiler

Wir stellen die Frage, wie man sich eine gewiinschte Spannung verschaffen kann.
Die Spannung die iiber einen Metalldraht abfillt, ist proportional zu dessen
Lénge [ (Gleichung (7.12)). Betrachten wir nun eine typische Spannungsteiler-
schaltung (Abbildung 7.20).

Abbildung 7.20: Spannungsteiler

Ist die Lange = der Teil des Drahts, iiber dem die Spannung abgegriffen wird,
so unterteilt der Abgriff den Widerstand R im Verhéltnis x : [, denn es ist nach
Gleichung (7.12)

R, x
R l

Am Abgriff wird also die Spannung U, = U - 7 abgegriffen. Entlang des Draht-
widerstandes tritt ein linearer Spannungsabfall auf. Allgemein unterteilt der
Abgriff den Gesamtwiderstand R in zwei Teilwiderstéinde Ry und Rs. Diese ste-
hen im Verhiltnis der jeweiligen Drahtldangen. Durch beide Teilwiderstinde R;
flie3t derselbe Strom I. Es ist also U; = R; - I und daher

U:(R1+R2)~I

Daraus ergibt sich durch Einsetzen
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U Ry
F o Ri+ Ry
Uy Ry
U R+ Ro

Im folgenden sind ein unbelasteter (Abbildung 7.21)

Abbildung 7.21: Unbelasteter Spannungsteiler

und ein belasteter Spannungsteiler (Abbildung 7.22) dargestellt.

U
|
I

Abbildung 7.22: Belasteter Spannungsteiler

Bei der belasteten Schaltung gilt fiir U, an R,:

R,
R+ Ry
Damit U, aber korrekt berechnet werden kann, muss R, > Ry gelten, denn fiir

die Spannungsteilung ist die Serienschaltung aus R, und R; maflgebend. Sie
muss bei der Berechnung von U, verwendet werden.

U,=U

Kompensationsschaltung

Wir stellen die Behauptung auf, dass mit einer Spannungsquelle bekannter Span-
nung U, einem Strommefgeréit und einem Spannungsteiler jede unbekannte
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Spannung U, < U gemessen werden kann. Eine Schaltung, die dies leisten kann,
zeigt Abbildung 7.23.

Abbildung 7.23: Kompensationsschaltung

Uber R; fallt U’ ab. Ry und Ry werden solange variiert, bis U’ = U, wird. Dann
gibt es im Verbraucherstromkreis keine Stromquelle, die Ladungen in Bewegung
setzt. Der Strom im Verbraucherstromkreis ist daher Null. Der Strom muss nicht
gemessen werden, sondern nur auf Null abgeglichen werden. Dies geschieht durch
ein sogenanntes Nullinstrument. Man kann schlieflen: Wenn I = 0 ist, dann muss
U’ gleich U, sein. U’ kann aus dem Verhéiltnis der beiden Widerstéinde R; und
R5 bestimmt werden. Die Spannungsquelle mit U, wird nicht belastet, da I = 0
im Verbraucherstromkreis ist. Verwendung findet eine Kompensationsschaltung
bei der Wheatstone-Briicke, deren Schaltbild aus Abbildung 7.24 hervorgeht.

Abbildung 7.24: Wheatstone-Briicke

Es fliefit kein Strom durch das Nullinstrument, wenn an beiden Seiten des Nul-
linstruments die gleiche Spannung anliegt. Die ist der Fall, wenn beide Span-
nungssteiler die Spannung U im gleichen Verhéltnis unterteilen

B _ Ry

Ry Ry
Die Wheatstone-Briicke dient zur Bestimmung unbekannter Widersténde. Sei
R, = R4 der unbekannte Widerstand. Dann ist
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R, =Rs- %

Der Vorteil ist, dass kein kalibriertes Strommefigerdt benotigt wird.

Die Wheatstone-Briicke kann aber auch anderwertig eingesetzt werden. Im Nor-
malfall ist die Briicke nicht abgeglichen, weil R, (T) eine Funktion eines Para-
meters, hier der Temperatur, ist. Sei die Briicke zunéchst fiir T = T, auf Null
abgeglichen. Tritt dann eine Temperaturinderung auf, so d&ndert sich auch R,.
Der Strom durch das Nullinstrument wird ungleich Null. Es ergibt sich so ei-
ne Moglichkeit zur Umeichung der Briicke auf (T-Ty)-Werte. Ferner kann die
Wheatstone-Briicke in einem Messwandler eingesetzt werden. Dazu wird die
Anderung einer anderen physikalischen GroBe, z.B. Druckinderung, Lingenéinde-
rung oder Durchbiegung, in eine Widerstandsdnderung umgewandelt. Diese
Anderung des Widerstands wird in der Briicke gemessen. Kalibriert man diese
Briicke um, so hat man die eingangs erwdhnte physikalische Grofle einer Mes-
sung zuginglich gemacht.

Vergleich Fliissigkeitsstromung - elektrischer Strom

Bei der Fliissigkeit erfahren die Molekiile eine Kraft, die sie in Bewegung hélt.
Die Kraft riihrt von einem Druckunterschied zwischen Ein- und Auslauf her. Der
Druckunterschied Ap steht fiir eine Zusatzkraft per Fléiche, durch die der Strom-
fluss erfolgt. Beim elektrischen Strom hélt die elektrische Kraft die Elektronen
in Bewegung. Sie rithrt von einem Ladungsungleichgewicht zwischen den beiden
Enden einer Spannungsquelle (Spannungsunterschied AU) her. Die Spannung
U entspricht also dem Druck bei einer Fliissigkeitsstromung. In beiden Féllen
werden mengenartige Groen bewegt (Masse bzw. Ladung).

Stromwirkung auf den menschlichen Koérper

Wichtig fiir Arbeiten in den Praktika

Die Physiologen haben herausgefunden: Wenn menschliche Zellen in einen Strom-
kreis geraten, erfolgen chemische Wirkungen des Stroms. Es kann zu Konzen-
trationsinderungen im Ionenhaushalt und damit zu einer Anderung von Mem-
branspannungen kommen. Dies hat eine Muskelkontraktion zur Folge. Beson-
ders gefihrlich ist es, wenn wichtige Organe wie das Herz betroffen sind. Die
Stombahn sollte also nie durch den Brustkorb fiihren. Vorsicht ist also beim
Hantieren mit beiden Hénden geraten. Zum Schutz gegen Stromschléige sollte
man sehr schlecht geerdet sein, also Holzschuhe oder Schuhe mit dicker Sohle
tragen. Dann ist nur ein kleiner Stromflufl moglich. Eletroschocks verursachen
eine unregelméfige Kontraktion der Herzkammern. Das sogenannte ,, Herzflim-
mern“ wird gerade noch vermieden, wenn fiir die Schockdauer At und den Strom
folgender Zusammenhang gilt:

A2
12, < (0,116)*— - At
S

max
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Dieser Zusammenhang wurde vor geraumer Zeit aus Tierversuchen ermittelt.
Ein Schock von 1s Dauer ist bei Netzstrom von 116 mA noch nicht geféhrlich.
Bei 45 sind aber nur noch 58 mA vertrédglich. Eine weitere Nebenwirkung des
Stroms besteht in einer ,, Losungshemmung®: Man kann spannungsfithrende Teile
nicht mehr loslassen. Man weif}, dass Losungshemmung beispielsweise fiir 25 mA
schon beim Anliegen von 30V an einem Bauteil auftritt.
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7.6 Mechanismen der Stromleitung

7.6.1 Eletronenleitung in Festkorpern - Bidndermodell

Die Energiezustéinde eines Elektrons im Atom sind diskrete Niveaus. Im Festkorper
hat ein Elektron die Moglichkeit, zwischen verschiedenen Gitterbausteinen (Ato-
men) hin- und herzuspringen. Die Konsequenz ist, dass die Energieniveaus von
N 4-Atomen Energiebinder bilden, die hdufig nicht mehr voneinander getrennt
sind.

Definition 7.35: ELEKTRISCHER LEITER

Elektrische Leiter sind Festkorper, bei denen ein Energieband nur
teilweise besetzt ist.
Strom bedeutet, dass Elektronen bei ihrer Bewegung kinetische Energie aufneh-
men, und im Energieband in ein hoheres Niveau gehoben werden. Dies ist in
einem voll besetzten Band nicht moglich.

Definition 7.36: VALENZBAND

Das oberste besetzte Band heifit Valenzband.

Definition 7.37: LEITFAHIGKEITSBAND

Das tiber dem Valenzband liegende leere bzw. teilweise besetzte Band
heifit Leitfihigkeitsband.

In den einfachsten Metallen kann jedes Atom genau ein Elektron fiir den La-
dungstransport zur Verfiigung stellen. Da aber in jedem Orbital zwei Elektro-
nen Platz haben, besetzen die vorhandenen Elektronen bei der Bildung eines
Festkorpers nur die Hélfte der vorhandenen Zusténde. Das Leitfahigkeitsband
ist also halb besetzt.

7.6.2 Stromleitung in Fliissigkeiten
In Fliissigkeiten wandern Ionen, nicht Elektronen.

Definition 7.38: ELEKTROLYT

Eine stromleitende Flissigkeit heifit Elektrolyt.

Die Tonen entstehen durch die Dissoziation von Salzen, Sduren oder Laugen beim
Einbringen in ein Losungsmittel. (Beispiel: CuSO4 —Cu?t 4+ S0427) Beim An-
legen eines elektrischen Feldes wandern die positiv geladenen Ionen zur Kathode
und die negativ geladenen zur Anode. Neutralisation fithrt zur Abscheidung von
Cu an der Kathode. An der Anode entsteht O-Gas. Bei der Dissoziation schie-
ben sich HoO-Molekiile zwischen die Ionen und hiillen sie ein. Man sagt, die
Tonen werden hydratisiert, d.h. von einer Hiille aus Wasser-Dipolen umgeben.
Fiir die Dissoziation ist die Energie Wp notwendig. Jedoch wird bei der Anla-
gerung von HyO-Molekiilen Energie frei.
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cuso, TP cw?t 4 50,2
Cu*t + nH,0 &' [CunH,02*

S02~ + n H,0 &°  [SO4mH,0)2-

Immer wenn
|W1 + W2| > Wp

erfolgt die Dissoziation spontan.

Leitfihigkeit und Widerstand von Elektrolyten

Der Innenwiderstand fillt zunéchst mit zunehmender Konzentration der Elek-
trolyt-Molekiile. Mit weiter zunehmender Konzentration nimmt er aber wieder
zu, weil der mittlere Abstand der gelosten Ionen abnimmt. Zur Trennung der
Ionenpaare muss mehr Arbeit gegen ihre Coulomb-Anziehung verrichtet wer-
den. Der Widerstand nimmt mit wachsender Temperatur ab. Zum einen nimmt
die kinetische Energie der Ionen zu und es ist somit weniger zusétzlich elektri-
sche Energie zu ihrer Trennung nétig. Zum anderen nimmt die Viskositédt des
Losungsmittels ab.

Ladungs-Massen-Bilanz

Ein Mol Z-fach geladene Ionen transportieren die Ladung

Q=Ny-Z-e=F-Z

Definition 7.39: FARADAY-KONSTANTE

F=e-Ny=96485,309C (7.17)
heift Faraday-Konstante.

Man kann aus der Menge des transportierten Cu, das abgeschieden wird und
durch die Messung des flieenden Stroms I die Elementarladung e (bzw. N4)
bestimmen.

7.6.3 Elektronische Leitung im Vakuum und in Gasen
Strome im Vakuum

Ideales Vakuum ist ein idealer Isolator. Es miissen Ladungstréiger in das Vakuum
eingebracht werden, damit Strom flief3t.

Der Metall-Gliihfaden dient als Kathode und wird durch Anlegen einer Span-
nung angeheizt wodurch Elektronen austreten.
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Kathodenstrahl

Kanal- l I Anode
strahlen
Kathode zum
(-) Vakuum

Abbildung 7.25: Aufbau der Kathodenrohre

An der Anode werden, durch eine positive Spannung, die von der Kathode
erzeugten Elektronen beschleunigt und auf die Energie

gebracht.

Wenn alle produzierten Elektronen zur Anode gelangen, fliefit der Sattigungs-
strom.

Um Elektronen aus der Kathode austreten zu lassen, muss die Austrittsarbeit
W 4 aufgebracht werden. Dazu wird die Kathode geheizt. W4 stammt aus der
kinetischen Energie der Metallelektronen und betriagt im Mittel

3
Wtherm(T> = §kT
Die Zahl der Elektronen, die eine kinetische Energie von mindestens W4 auf-
bringen, ist proportional zum Boltzmann-Faktor. Die Emissionstromdichte j.

ist durch die Richardson-Gleichung gegeben.

Je=Ap -T? e *1 (7.18)

(WaleVI[Agr [jc [ T ]
4.5 60 1,0 | 4000
1,0 0,01 | 0,3 | 5000

Tabelle 7.4: Typische Zahlenwerte in der Richardson-Gleichung

Andere Mechanismen, die zur e -Emission fiihren
e Feldemission:

W 4 wird durch die Energie des elektrischen Feldes aufgebracht. Erforder-
liche Feldstirke 10° V/m
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e Photoemission:

Sichtbares und UV-Licht kann aus Metallen mit hinreichend kleinem W4
Elektronen ablosen.

e Sekundirelektronenemission:

Elektronen (auch Ionen) mit ausreichender kinetischer Energie konnen
Elektronen aus Oberflachen schlagen.

Elektrische Leitung in Gasen

Gase sind Nichtleiter, da sie neutrale Molekiile sind. Aus den Molekiilen miissen
erst durch Stofionisation Ionen-Elektronen-Paare erzeugt werden. Dies geschieht
durch Elektronenstof3, Ionenstof, Photoionisation etc. In jedem Fall muss die Io-
nisationsenergie von etwa 10 eVaufgebracht werden. Nehmen die Bruchstiicke im
elektrischen Feld viel kinetische Energie auf, so konnen sie selbst wieder ionisie-
ren.

Gasentladungen

Definition 7.40: GASENTLADUNG

Eine Gasentladung ist eine Anordnung, die ein teilweise ionisiertes
Gas enthdlt.

1. Unselbsténdige Entladung

Schaltplan sieche Vakuumrohre. Wir nehmen die Strom-Spannungscharak-
teristik I(U) auf und vergleichen fiir die evakuirte Entladungsrohre. Mit
Gas verlduft die Kurve anfangs steiler. Durch die Stofiionisation werden
Tonen vor der Kathode gebildet. Sie verhindern, dass sich eine Raumladung
vor der Kathode aufbaut, welche die thermische Emission der Kathode
behindert.

Definition 7.41: UNSELBSTANDIGE ENTLADUNG

Eine unselbstindige Entladung erfolgt, wenn der Strom im Gas mit
Hilfe von Elektronen/Ionen, die durch dufere Einwirkung entstan-
den sind, aufrechterhalten wird. Der Strom bricht ab, wenn die dufle-
re Einwirkung verschwindet.

2. Selbsténdige Entladung

Wenn nach Erreichen des Sattigungsstrom die Spannung U weiter erhoht
wird, so steigt der Strom wieder steil an. Der Grund ist, dass viele Elek-
tronen die zur Stoflionisation benétigte kinetische Energie erreichen und
die bei diesen StoBen erzeugten Elektronen-lon-Paare ihrerseits wieder io-
nisieren. Der Strom wiéchst also lawinenartig. Auch wenn der Heizstrom
der Kathode abgestellt wird, bleibt die Entladung bestehen.
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Definition 7.42: SELBSTANDIGE ENTLADUNG

Eine Entladung heifit selbstindig, wenn die primdren Ladungstrdiger
geniigend Energie besitzen, um fir sich Ersatz zu schaffen.

Wiéhrend der Ausbildung der Ladungstriger-Lawine nimmt der Widerstand der
Gasentladung stindig ab. Es ist ein Vorwiderstand zur Strombegrenzung nétig,
da sonst ein Kurzschluss in der Spannungsquelle auftritt.

Definition 7.43: PLASMA

Ein weitgehend ionisiertes Gas heifst Plasma.

Bei ausreichend hoher Temperatur (ca. 5000 K) sind Gase auch ohne Vorliegen
eines elektrischen Feldes (zur Ionisation) véllig ionisiert. Die kinetische Energie
der Molekiile aus der Wirmebewegung reicht zur Stoflionisation aus.
Glimmentladung

Bei geniigend hohen Spannungen und im geeigneten Druckbereich ist die Auf-
rechterhaltung einer Glimmentladung moglich. Vor der Kathode kann man Leucht-
erscheinungen (Glimmlicht) beobachten. Vor der Anode entsteht eine, eventuell
strukturierte, positive Séule. Hinter der durchbohrten Anode kommt es zur Fluo-
reszenz durch das Auftreffen von Elektronen auf das Gas des Rohres. Durch das
Loch in der Kathode bilden sich Kanalstrahlen (Ionenbiindel).

Im Kathodenfall nehmen Ionen die Energie auf, um Elektronen aus der Kathode
abzultsen. Sie ionisieren im Bereich der positiven Séule. Dort sind Elektronen
und Ionen in gleicher Dichte vorhanden. Man spricht von einem quasi-neutralen
Plasma. Leuchterscheinungen treten auf, weil Atome nicht nur ionisiert, sondern
auch angeregt werden. Bei Edelgasfiillung liegt die Lichtemission im UV-Bereich.
Durch Aufbringen von Leuchtstoff auf die Innenwand des Entladungsrohres kann
das UV-Licht in sichtbares Licht umgewandelt werden.

Bogenentladung

Bei Erhohung des Drucks und des Stroms geht die Glimmentladung in eine
Bogenentladung iiber. Die Kathode erzeugt den Hauptanteil der Ladungstrager.
Durch den Strom der Entladung wird sie soweit erhitzt, dass sie viele Elektronen
thermisch emittiert.
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7.7 Elektrischer Strom und Magnetfelder

7.7.1 Magnetfelder stromdurchflossener Leiter

Wir wissen aus dem Experiment, dass elektrische Strome und Magnetfelder
miteinander verkniipft sind. Ein magnetischer Dipol erfdhrt in Umgebung des
stromfithrenden Leiters ein Drehmoment M. Ist der Dipol frei beweglich, so
stellt er sich in Richtung des Magnetfeldes ein. Die Richtung des Magnetfeldes
ergibt sich aus der

Rechte-Hand-Regel

Zeigt der Daumen der rechten Hand in die konventionelle Strom-
richtung, d.h. zum Minuspol der Spannungsquelle, dann geben die
Finger der Hand die Richtung des Magnetfeldes an.

Definition 7.44: MAGNETFELD

Das Magnetfeld H ist eine vektorielle physikalische Grife und wird
auch magnetische Feldstirke (Errequng) genannt.

Die Richtung des Magnetfeldes ist durch die Rechte-Hand-Regel gegeben, der
Betrag kann aus dem Drehmoment |M | bestimmt werden, den der magneti-
sche Dipol in H erfihrt. Verbindet man die Richtung benachbarter Dipole (zur
Charakterisierung des H -Feldes), so erhilt man geschlossene Magnetfeldlinien
(Kraftlinien).

Interessante Magnetfelder sind die Leiterschleife und der Stabmagnet. Man
erhilt den Verlauf von H um die Leiterschleife, wenn man den stromfiihren-
den, geraden Leiter zu einer Schleife biegt. Das Feld entspricht jenem des quer-
magnetisierten Stabmagneten. Man erhélt den Verlauf des H-Feldes in der Spule
aus der Uberlagerung der H-Felder vieler Leiterschleifen. H ist innen achsenpar-
allel und konstant. Im Auflenraum schlieffen sich die aus der Spule austretenden
H-Feldlinien. Das H-Feld des langen Permanentmagneten hat im Auflenraum
denselben Verlauf wie jenes um die Spule. Ein magnetischer Dipol besitzt ein
H -Feld, das jenem des ldngs-magnetisierten Permanentmagneten entspricht.

Messung von H

H , die magnetische Feldstérke, ist ein Vektor. Seine Richtung erhalten wir aus
der Rechte-Hand-Regel. Um den Betrag zu bestimmen, benotigen wir ein Ma-
gnetometer: Dieses besteht im Prinzip aus einem magnetischen Dipol, der um
eine Achse senkrecht zu p,, drehbar ist und in das H-Feld senkrecht zur Rich-
tung der Kraftlinien eingebracht wird. Das Drehmoment, das p,, erfihrt, wird
durch ein riicktreibendes Drehmoment M kompensiert, so dass das Gleichge-
wicht erhalten bleibt. Die Grofle des riicktreibenden Drehmoments ist ein Maf3
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fiir die Stérke von |ﬁ |. Bringen wir das Magnetometer in das Magnetfeld einer
Spule ein, so finden wir folgenden experimentellen Zusammenhang:

m~

Dabei ist n die Windungszahl und [ die Lidnge der Spule. Die festgestellten
Abhéangigkeiten héngen nicht von dem verwendeten magnetischen Dipol ab. Sie
sind Eigenschaften des Magnetfeldes. |ﬁ | muss somit ebenfalls proportional zum
Drehmoment sein:

i~
A~

Definition 7.45: BETRAG DES MAGNETFELDES

Der Betrag des Magnetfeldes |ﬁ| = H hat fiir eine Spule den Wert

H =

"T'I (7.19)

Die SI-Einheit des Magnetfeldes ist 1 A/m.

Wir haben das Magnetfeld H nun nach Betrag und Richtung festgelegt und
besitzen eine Messmethode. Sie kann fiir die Messung beliebiger H -Felder, nicht
nur fiir jene von Spulen, verwendet werden. H ist als physikalische Grofle da-
her vollstdndig bestimmt. Es folgt die Festlegung der Grofie des magnetischen
Moments p),. Die Richtung von p),, ist die magnetische Dipolachse (die Einstell-
richtung im Magnetfeld). Man stellt fest:

|M| ~ H - pp, - sin (F, H)

Mathematisch genau ist die folgende Formulierung unter Verwendung des Kreuz-
produktes

]\waﬁmxﬁ

d.h. das Drehmoment ist proportional zum Kreuzprodukt aus magnetischem
Dipolmoment und Magnetfeld. Zur Festlegung der Proportionalitdtskonstanten
fordern wir, dass ein Kreisstrom ein magnetisches Moment

pm=1-A
besitzen soll. Man findet schliellich den Zusammenhang
M=py-I-A-H
und damit im allgemeinen Fall vektorieller Schreibweise

M = popr, x H
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Die SI-Einheit von p,, ist 1 Am?.

Definition 7.46: MAGNETISCHE FELDKONSTANTE

Die Grifie pg trigt den Namen magnetische Feldkonstante oder In-
duktionskonstante. Sie betrdagt (exakt!)

Vs

— 47 -10”
po = 4m - 10 Am

(7.20)

7.7.2 Magnetfelder stromdurchflossener Leiter

Wir untersuchen die magnetische Feldstéirke in der Umgebung diverser Leiter-
anordnungen, die stromdurchflossen sind, z.B. mit dem Magnetometer.

1. Gerader stromdurchflossener Leiter:

Eine Messung des Drehmoments M , das unser magnetisches Dipolmoment
in der Umgebung erfiahrt, ergibt

~ I
|H | :27
wr

mit r dem Abstand des Dipoldrehpunktes vom Draht und I der Stromstérke.
Die Richtung von H ergibt sich aus der Rechte-Hand-Regel.

2. Stromdurchflossene, lange Spule:
Es gilt
n-I
e
mit [ der Spulenlidnge, I dem Spulenstrom und n der Windungszahl der
Spule.

|H| =

Beide Befunde lassen sich wie folgt interpretieren: Man kann H berechnen, in-
dem man das Linienintegral
]4 H.ds
(K)

lings einer Kurve (K) um die stromfiihrende Anordnung berechnet. In beiden
Fiillen liefert das Integral den Zusammenhang, der

Ampére’sches Durchflutungsgesetz

}{ﬁ-dé’:nl (7.21)
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heifit. Es gilt fiir beliebige stromfiithrende Leiteranordnungen.
Beispiel: Draht
Wir wihlen fiir (K) Kreise um den Draht, durch den der Strom I fliefit. Dann

ist |H| iiberall lings (K) konstant und H hat die Richtung von d3. Es ist also
mitn =1

]{ﬁ~d§z2ﬂ'r~|ﬁ|z]
und daher

Aoy =
()| = 5

Anwendung zum Ampeére’schen Durchflutungsgesetz

Betrachten wir einen kreiszylindrischen Stab, der sich zu einem Rohr mit Radius
Rg aufweitet. Im Auflenraum bzw. an der Oberfliche erhalten wir

I
H, = — fir r > Ro
2rm
I
H =
© 2R07T

Im Innenraum verschwindet das Magnetfeld.
Im Innern eines massiven kreiszylindrischen Leiters gilt

,,,2

Li(ry) = I'Ri%

r

= H; 27-r; = I~R—8
ri

= H; I—

2mR2

Zusammengefasst wichst H im Inneren linear mit dem Abstand von der Leiter-
achse an. Am Leiterrand erreicht es den héchsten Wert und féllt im Auflenraum
mit 1/r ab.

Wir konnen hier Analogien zum Geschwindigkeitsprofil um einen Wirbelkern
ziehen. Der Wirbelkern ist jener Teil des Wirbels, der wie ein starrer Korper
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w rotiert. Die Bahngeschwindigkeit v der
Fliissigkeitselemente ist

V=w- T

Ausserhalb des Wirbelkerns nimmt die Geschwindigkeit mit 1/r ab (Zirkula-
tionsbereich). Das H-Feld hat nach Betrag und Richtung im Inneren wie im
AuBeren denselben Verlauf wie das Stréomungsgeschwindigkeitsfeld in und um
einen Wirbelkern.
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Gesetz von Biot-Savart

Bei kompliziertem Verlauf von stromfiihrenden Leitern ist hdufig eine Umformu-
lierung des Durchflutungsgesetz fiir die Berechnung von H giinstig. Das fiithrt
uns zum Gesetz von Biot-Savart.

Wir machen uns den Beitrag dH zu H plausibel, der von einem ,,Stromelement*
I - dl herrithrt. Wir erinnern uns: Der Beitrag einer Ladung dg zu E betrégt im
Punkt P

. 7
db=—"_.
deg - 12

Wir bauen H analog aus den Beitridgen der Stromelemente I - dl auf. Die r-
Abhéngigkeit ist analog zu F
1
0 ——
4mr?

Der Beitrag dH steht senkrecht auf I - dl. D.h. dH hat die Richtung von

-

I-dlxr=

-

Sdl X T

S~

Gesetz von Biot-Savart

T-dlx T (7.22)

Beispiel: H-Feld eines Kreisstroms:
Das H-Feld steht senkrecht auf die Kreisstromebene.

. I |d
R
- - . - a
_, I a
= |H| = 27Ta.47r(a2+b2). ——
2
A CExa

Fiir das Magnetfeld im Zentrum ergibt sich aus

1

1 T3~JZ><F
T

dH =
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nach Integration iiber den gesamten Kreistrom (mit dl x 7= 2dA und > dA =

ma? sowie r = a) sofort

I
H=_—
2a
Dies ist eine wichtige Formel zur Berechnung des H-Feldes von atomaren Kreiss-
tromen.

7.7.3 Kraft auf bewegte Ladungen im Magnetfeld

Wir betrachten eine sogenannte Stromschaukel. Wir bringen einen Draht der
Lénge [, der von I durchflossen wird, in das Magnetfeld H. Wir messen eine
Kraft F , die von der Richtung der Stromdichte j relativ zu H abhéngt. Sie
ist maximal, wenn der Draht senkrecht zu H hangt. Das quantitative Ergebnis
lautet:

|F| = po - [H| - 11

Definition 7.47: MAGNETISCHE INDUKTION

Das Produkt aus der magnetischen Feldkonstante und dem magneti-
schen Feld heifst magnetische Induktion oder magnetische Flufidichte
B (im Vakuum):
B=po-H (7.23)
Esist I = A-q-n-|0]. Fiir beliebige Winkel zwischen j und H gilt

F=q An-l-ixB

mit A dem Leiterquerschnitt, n der Ladungstrigerdichte, v der Stromungsge-
schwindigkeit und ¢ der Ladung (der Elektronen). Dabei kann man das Produkt
A -l zum Volumen V zusammenfassen. Weiterhin gilt fiir die Anzahl N der La-
dungstréger, die sich im Feld B bewegen der Zusammenhang N = n - V. Damit
erhélt man fiir die Kraft

ﬁ:N-q-ﬁxé

Die Kraft auf einen einzelnen Ladungstriager der Ladung ¢, der sich mit ¢ in B
bewegt, ist die

Lorentz-Kraft

Fo=q 7xB (7.24)
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Die Richtung von F, 7, lasst sich durch eine Drei-Finger-Regel bestimmen. Man
hilt Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger wie ein orthogonales Koordinaten-
system. Zeigt der Daumen in die Richtung des B-Feldes und der Zeigefinger in
dje v-Richtung des bewegten Teilchens, so deutet der Mittelfinger in Richtung
Fr.

Bewegung von Ladungen im homogenen Magnetfeld
Die Kriftebilanz ergibt
|Fr|=¢-v-B

Die Grundgleichung der Dynamik besagt, dass das Elektron durch F, eine Ra-
dialbeschleunigung v?/R und somit eine Radialkraft mv?/R erfiihrt.

mu
— = -B
r "
Fiir den Kreisradius R folgt
mu
R=—
eB

Der Zusammenhang zwischen Bahn- und Winkelgeschwindigkeit v = w- R liefert
hier fiir w

w ist unabhiingig vom Bahnradius R. Diese Uberlegungen finden ihre Anwen-
dung im Bau von Kreisbeschleunigern (Zyklotron-Typ).

Definition 7.48: ZYKLOTRON-FREQUENZ

Man bezeichnet
we=——"'~0

3

als Zyklotron-Frequenz.

w, ermoglicht z.B. auch die Bestimmung der effektiven Masse m* von Ladungs-
triagern in Festkorpern.

Massenspektrometer:

Ionen der Ladung e und der Masse m werden durch eine Spannung U auf die

Geschwindigkeit
2eU
v=4—
m

gebracht. Sie durchlaufen ein homogenes magnetisches Sektorfeld und treten
nach Durchlaufen eines Halbkreises wieder aus dem B-Feld aus. Offenbar ist
der Bahnradius
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1 /2mU
B e

R =

Treten Ionen verschiedener Masse m; beim selben Punkt S in das B-Feld ein, so
durchlaufen sie Halbkreise mit verschiedenen Radien R;(ox \/m;) und treten an
verschiedenen Orten aus dem Sektorfeld aus. Bei bekannter Ladung kann somit
die Masse der Ionen bestimmt werden.

Das Spektrometer hat jedoch eine endliche Massenauflosung (Am/m), weil To-
nen, die unter unterschiedlichen Winkeln bei S in das Feld eintreten auf einen
Bereich endlicher Breite b abgebildet werden.

b~ R-a?

Zwei Massen m; und mo kénnen noch getrennt werden, wenn ihre Bilder einen
Abstand > %Roz2 haben oder

1
Ry — Ry > §Roﬁ (7.25)
Fiir die relative Massenauflosung Am/m gilt (wegen m; oc R?)

Aim:R%*R% :2R'(R1*R2)

m R? R?
Mit Gleichung (7.25) wird

Am 9
—— >a
m

Die Massenauflésung hiingt also quadratisch, d.h. stark, vom Offnungswinkel
des Ionenbiindels ab.
Hall-Effekt

Wir betrachten einen stromdurchflossenen Leiter (mit Querschnitt b-d) im Ma-
gnetfeld B. B sei senkrecht zu @.. Die Ablenkung der Ladungstriager erfolgt
durch F. 1, senkrecht zu v, und senkrecht zu B. Das fiihrt zu einer Anh&ufung
negativer Ladungen an der Unterseite des Leiters und damit zum Aufbau eines
elektrischen Feldes E. Kriftegleichgewicht tritt ein, wenn

e-UexB?:eveBéeE
Es bildet sich die sogenannte Hall-Spannung aus

—

b
UH:/ E.-ds=b-E=b-v.-B
0

Unter Verwendung von j =e-n-v, und I = j-b-d erhalten wir
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b-j b-d-j-B

Uy = J . B J
e-n d-e-n
I-B

U =

H e-n-d

Uy ist proportional zu 1/n. Sie wichst also mit abnehmender Ladungstréiger-
dichte. Grund dafiir ist die Driftgeschwindigkeit v., die dann bei konstanter j,.
grofer wird. Halbleiter haben ca. 10%-mal kleinere n-Werte als Metalle. Des-
halb ist die Hallspannung fiir Halbleiter wesentlich gréfer (= pV). Uber den
Halleffekt wird B bestimmt.

Stromschleife im Magnetfeld

Eine z.B. rechteckige stromfiihrende Leiterschleife erfihrt im homogenen B-
Feld ein Drehmoment M. Dieses rithrt vom Kriftepaar her, welches von den
beiden Léngsseiten stammt, die in umgekehrter Richtung Strom fiihren. Das
Drehmoment M = 2- 7o X Fy ist streng proportional zum Strom I. Dies ist das
Prinzip des Drehspul-Amperemeters zur Messung von Stromen.

Krifte zwischen parallelen stromfiithrenden Leitern

Zwei parallele, stromfiihrende Dréhte {iben aufeinander Kréfte aus, da sich jeder
im Magnetfeld des anderen befindet. Die Kraft Fi5 vom Leiter 1 auf Leiter 2
betragt

|Fra| = puo - In - 1 - | Hy|

Nach dem 3. Newton’schen Axiom wirkt auf Iy die gleich grofie, aber entge-
gen gesetzte Kraft Fy; = —Fjo. Gleichgerichtete Strome ziehen sich also an,
entgegengerichtete Strome stoflen sich ab.

Definition 7.49: AMPERE

Die Basiseinheit 1 Ampere ist die Stirke des Stromes I, der, wenn er
durch zwei im Abstand vom 1 m befindlichen Leitern flief$t, zwischen
diesen Leitern pro 1m Leiterlinge die Kraft F =2-10"7 N hervor-
ruft. Die Anordnung ist im Vakuum aufzubauen und der Drahtquer-
schnitt muss vernachlissigbar klein gegen den Drahtabstand sein.

7.7.4 Atomistische Deutung des Magnetismus

Wir fithren den Magnetismus makroskopischer Stoffe auf die Kreisstrome zuriick,
welche die Elektronen in Atomen/Molekiilen darstellen.

Das einfachste Beispiel ist das H-Atom. Ein Elektron umliuft ein Proton auf
einer Kreisbahn. Wir wissen, dass jeder Kreisstrom I mit einem magnetischen
Moment p,, verkniipft ist
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Dabei ist A die Fliche, die von I umschlossen wird. Wir haben mit Hilfe des
Biot-Savart-Gestzes das zum Kreisstrom gehorende H-Feld berechnet. Das Er-
gebnis war, dass im Zentrum des Kreisstroms das Feld senkrecht auf A steht
und den Wert

_1
" 2

hat (a = Kreisbahnradius). Im Bereich der Quantenmechanik ist die Verkniipfung
zwischen p,, und dem Drehimpuls, den ein Atom besitzt, sehr wichtig.

Das magnetische Verhalten makroskopischer Koérper wird auf jenes der Bestand-
teile, also der Atome, zuriickgefiihrt. Zum qualitativen Verstdndnis beachten
wir, dass jedes um einen Atomkern kreisende Elektron einen Kreisstrom dar-
stellt.

_dQ _ e

I = - _°
dt T
7 ist die Umlaufzeit. Mit 7 = 27/w (w = Kreisfrequenz) ergibt sich
e w

I=——
27
Zu dem Kreisstrom I gehort auch ein Bahndrehimpuls L
f:me~F><17:me-r2-cI}

Damit kann man nun schreiben

Mit einem Kreisstrom ist das magnetische Moment || = I - A verkniipft. Dabei
ist A die Fliche der Kreisbahn des Elektrons: A = mr2.

e —
L i
| = —2 - L]
Fiir die Richtung von 7 gilt i || —L
L. e =
#= 2me

Definition 7.50: GYROMAGNETISCHES VERHALTNIS

(&

7= 2me,

heifit gyromagnetisches Verhdltnis.
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Das gesamte magnetische Moment einer makroskopischen Probe ist die vektori-
elle Uberlagerung aller seiner Elementarmagneten (in Form von Kreisstrémen),
charakterisiert durch ihre magnetischen Momente.

Im H-Atom lduft ein Elektron auf einer Kreisbahn um das Proton. Wir messen
seinen Bahndrehimpuls L in Einheiten des Planck’schen Wirkungsquantum h,
also

Ll=L=1-h 1=1,2,...

Der Drehimpuls ist, wie die Elementarladung, gequantelt. p,, wird damit zu

_ € 7
P = g
o _e-h h

Definition 7.51: BOHR'SCHES MAGNETRON

Das magnetische Bahnmoment fir [=1 ist

e-h

HB = 2m

und heifst Bohr’sches Magnetron.

7.7.5 Relativistischer Charakter der Lorentz-Kraft
Das Kraftgesetz der Elektrodynamik lautet

F=qE+txB) =m-d

Auflillig ist, dass die Geschwindigkeit ¢ der betrachteten Ladung in der Glei-
chung vorkommt: Machen wir eine Galilei-Transformation, so verschwindet die
Lorentz-Kraft. An der Beschleunigung a #ndert sich aber nichts! Das heif3t, die
Kraft F ', ist nicht Galilei-invariant und zwar auch nicht im Grenzfall kleiner
Geschwindigkeiten. Dieses Problem kann aufgeldst werden, wenn bei der Trans-
formation zwischen Bezugssystemen E und B miteinander verkniipft werden,
d.h. wenn B zum Verschwinden gebracht wird, erscheint ein Beitrag zu E.

Betrachten wir einen stromfiithrenden Leiter, der von einem B-Feld umgeben
ist. Parallel zum Leiter bewege sich ein Elektron mit derselben Geschwindigkeit
wie die Leiter-Elektronen. Das Elektron erfihrt die Kraft F. 7, radial in Richtung

auf den Leiter
. R |
Fp=—cv-B.p="HRHOCUE
2 - r

Nun erfolgt der Wechsel des Bezugssystems von S nach S’. Das neue Bezugssys-
tem S’ bewegt sich mit dem Elektron mit, d.h. die Elektronen ruhen. In S’ ist
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aber der Abstand, und somit die Dichte, der Gitter-Ionen verindert. Der Ab-
stand ist um /1 — Z—; (Lorentz-Kontraktion) verkiirzt. Die Dichte erhoht sich

auf

+
p
pr(8) = =
-5
Dagegen verkleinert sich p~ zu
_ _ v?
P =p 1= 3

In S waren die beiden Dichten gleich. Somit besteht in S’ eine resultierende
Ladungsdichte

Ap'=pT(S)+p(8) >0

Zu diesem Ap’ gehort ein E::Feld, das auf die Elektronen die Kraft F, = e - E
(Gauf’scher Satz) ausiibt. F, hat in S’ genau den Wert und die Richtung von

F, im urspriinglichen Bezugssystem. Die Lorentz-Kraft, die bewegte Ladungen
erfahren, ist also ein relativistischer Effekt.



