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Kapitel 1

N�aherungsmethoden der QM

1.0.1 Zeitabh�angige St�orungen:

Bei diesem Abschnitt fehlt noch etwas !

St�oroperator: H0
w(~x; t) = V (~x) � cos(!t)

ak(t) =
�{
�h

Z t

t=0

dt0Hkm(t
0) exp({!kmt

0)

Hkm(t) = h kjHj mi = h kjV j mi cos(!t)

jak(t)j2 = jVkmj2
�h2

� sin
2
�
1
2 (!km � !) t

�
(!km � !)2

Integration �uber die Bandbreite des Lasers.
De�nition: Zahl der Frequenzen in d!: �(!) � d!.

) Pk(t) =
X
w

jVkmj2
�h2

�
Z !

�!

d!�(!)
sin2(: : :)

(: : :)

) Pf (t) =
�

2�h2
jVkmj2 � �(!) � t

Rm!f =
Pf
t

=
�

2�h2
jVkmj2�(!)

Der Vergleich dieser L�osung mit der fr�uheren goldenen Regel ergibt einen Unterschied imVorfaktor.
Diese Unterschiede lassen sich wie folgt erkl�aren:

(a): � ist hier Frequenzdichte und nicht Energiedichte.

(b): Der Faktor 1
2 kommt durch die Betrachtung von cos(!t).

Beispiel: Photoionisaton von Atomen
Eine Skizze der Versuchs ist an Abb.1.1 dargestellt.
siehe B. J. Kap 4.8

H 0 ist das Strahlungsfeld der UV-Quelle.

H 0 =
e

2mc

�
~A(~r) � ~p+ ~p � ~A

�
5



6 KAPITEL 1. N �AHERUNGSMETHODEN DER QM

Abbildung 1.1: Photoemission von Atomen

~A = ~A0 exp(�{!t + {~k~r) und ~p = �{�hr = �{�h( @
@x
; : : : ;

@

@z
)

UV-Bereich, deshalb ist die Dipoln�aherung m�oglich: ~A wird im Bereich der Ausdehnung des Atoms
als konstant angenommen.

e

2mc
h ~A~p+ ~p ~Ai � e

mc
~Ah~pi

Beachte: ~p wirkt nur auf  , da ~A �uber das Atom konstant ist.

) Goldene Regel: Ri!f /
� e

mc

�2
j ~A0h f jr iij2

Betrachte ein wassersto�artiges Atom:
Der Anfangszustand sei der Grundzustand:  i =  100 =  1s
Der Endzustand  f ist die L�osung der SGL mit positiver Energie (kont. Eigenwert). 

� �h2

2m
r2 � Ze2

4��0
� 1
r
� �h2k2f

2m

!
 f = 0 mit:

�h2k2f
2m

= E1s + �h! (Energieerhaltung)

Ist die Energie gro� so gilt: V � �h2k2f
2m , d.h. man kann das Potential vernachl�assigen und man

betrachtet ein freies Teilchen. Daraus folgt:

 f =
1p
V
exp({~kf � ~r)
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Also bleibt das folgende Matrixelement auszurechnen, wobei �̂ die Polarisation der Lichtquelle
charackterisiert.

Mif /
Z
d3~r exp({~kf~r) � �̂r 100

Beispiel: Photoemission von Ober
�achen
Eine Skizze ist in Abb.1.2 dargestellt.
Die Geometrie des Systems bez�uglich eines Koordinatensystems ist in Abb.1.3 zu sehen:

Abbildung 1.2: Photoemission von Ober
�achen

Die (yz)-Ebene wird aufgespannt durch den Photonen-Strahl und den Strahl der emittierten Elek-
tronen.
 f mu� eine gerade Symmetrie bez�ugl. x! �x haben, denn sonst wird die Intensit�at am Analy-
sator null.
 i wird eingeteilt durch das Verhalten bei Re
exion (x ! �x) nach gerader, ungerader Symme-
trie.
Damit Mif = ~Ah ijr fi nicht verschwindet, darf sich Mif bei x!�x nicht �andern.

(1): ~Ak(Spiegelebene yz) (p-polarisiertes Licht):
~Ah f jr ii = A0fcos �h f j � i�h @

@y
 ii + sin �h f j � i�h

@

@z
 iig

Daraus folgt:  i mu� gerade Symmetrie haben, weil sich @
@y ;

@
@z bei x!�x nicht �andert.

(2): ~A?yz-Ebene (s-polarisiertes Licht):
~Ah f jr ii = A0h f j @

@x
 ii
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Abbildung 1.3: Geometrie der Versuchsanordnung

Wegen @
@x ! � @

@x bei x ! �x, also ungerade Symmetrie mu�  i ungerade Symmetrie
haben.

Dieses ist die Grundlage f�ur die winkelaufgel�oste Photoelektronen Spektroskopie.
Angle-Resolved-UPS (ARUPS)
Beispiel: Abregung hochangeregter Li-Zust�ande

Li(1snln0l0)

Es gibt folgende Abregnungsm�oglichkeiten:

1. Emission von Strahlung.

2. Augerproze� (Autoionisation).

Der Verlauf der Ausbeuteraten ist in Abb.1.4 zu sehen:
Untersuchung der Prozesse:

1. Fluoreszenzausbeute R
 � �3jhf j~rjiij2 Modell: wassersto��ahnliche Zustande. Daher gilt:

(a)

en = �1

2

Z2e4me

�h2n2
) � / Z2
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Abbildung 1.4: Ausbeute

(b) Diplomatrixelement verh�alt sich wie hij~rjii oder hf j~rjfi
Mit jnli folgt:

hri = 1

2

�
3n2 � l(l + 1)

� a0
Z

mit hri :mittlere Ausdehnung von j~rj bez�uglich jnli

) hij~rjfi / 1

Z

) R
 / Z6 � 1

Z2
/ Z4 )

R
 = a � Z4

2. Rate f�ur die Augerabregung:

RAuger / jhf j
X
i>j

1

rij
jiij2

Die beteiligten Elektronenlokalisierungen haben eine Ausdehnung von � a0 und ist un-
abh�angig von Z.

jh ij~rj iij � a0

Der mittlere Abstand ist ebenfalls von der Gr�o�enordnung a0.

)Wechselwirkung:
e1e2
4��0

� 1
a0

d.h. hf j 1
rij
jii und damit die Augerrate ist ebenfalls unabh�angig von Z.

RAuger ' b

y =
R


R
 + RAuger
=

aZ4

b+ aZ4



10 KAPITEL 1. N �AHERUNGSMETHODEN DER QM

1.1 Hellmann-Feynman Theorem

siehe Atkins, Kap. 8
Problem: gegeben H(�) Beispiele:

� [1] �: Kernabstand von zweiatomigen Molek�ulen.

� [2] �: Feldst�arke eines elektromagnetischen Feldes.

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen der SGL sind Folgende: E(�);  (�)
Frage: Wie h�angt E(�) von � ab ?
Hellmann-Feynman Theorem:

@E

@�
= h j@H

@�
j i

Begr�undung: Mit � und E = h jHj i folgt:
@E

@�
= h@ 

@�
jHj i+ h j@H

@�
j i+ h jHj@ 

@�
i

= Eh@ 
@�
j i+ h j@H

@�
j i +Eh j@ 

@�
i

= E
@

@�
h j i + h j@H

@�
j i

= h j@H
@�

j i

Anwendung:

H(�) = H0 + �x) @H

@�
= x

) @E
@� ist gleich dem Erwartungswert von x gebildet mit den exakten Eigenfunktionen des Systems.

Bermerkungen:

1. Das Problem m�u�te vollst�andig gel�ost sein, um die exakten Eigenfunktion zu erhalten.

2. Das Hellmann-Feynman Theorem gilt nicht f�ur Nicht-Diagonal Elemente.



Kapitel 2

Grundlegende
Modellvorstellungen zur Atom-
und Molek�ulstruktur

2.1 Zentralfeldn�aherung von Atomen

Betrachte Z-fach geladenen Kern mit 2 Elektronen (siehe Abb.2.1).
Es gilt folgende Schr�odinger-Gleichung:�

� �h2

2m
r2

1 �
�h2

2m
r2

2 �
Ze2

2��0

1

r1
� Ze2

4��0

1

r2
+

e2

4��0

1

r12

�
 (~r1; ~r2) = E (~r1; ~r2)

Modell unabh�angiger Teilchen

H = H0 +H0

H0 = H1 +H2

H1 = � �h2

2m
r2

1 �
Ze2

4��0

1

r1

H2 = � �h2

2m
r2

2 �
Ze2

4��0

1

r2

H0 =
e2

2��0

1

r12

H0 0(~r1; ~r2) = E0 0(~r1; ~r2). Diese Gleichung kann in zwei Teilprobleme H1 und H2 separiert
werden: �

 0(~r1; ~r2) =  n1l1m1 (~r1) �  n2l2m2 (~r2) (A)
E0 = En1 + En2

mit En1 =
z2e4

(4��0)2�h
2

1

2n21

Feststellung: Wir vertauschen die beiden Elektronen:

 0(~r2; ~r1) =  n1l1m1 (~r2) n2l2m2 (~r1) (B)

11



12 KAPITEL 2. MODELLE ZUR ATOM{ UND MOLEK�ULSTRUKTUR

Abbildung 2.1: Atom mit zwei Elektronen

(A) und (B) sind entartete Zust�ande zur Gesammternergie.
Man w�ahle:

 �(~r1; ~r2) =
1p
2
( n1l1m1(~r1) n2l2m2(~r2)�  n1l1m1 (~r2) n2l2m2 (~r1))

Diese Zust�ande tragen folgende Bezeichnungen:

 +: Para-Zust�ande.

 �: Ortho-Zust�ande.

Konkret:(Unter Anwendung der St�orungsrechnung)

 � =
1p
2
( 100(~r1) nlm(~r2) �  100(~r2) nlm(~r1)) n � 2

E0
n =

4e4m

(4��0)2�h
2

1

2

�
1 +

1

n2

�
St�orungsrechnung f�ur entartete Zust�ande:
Verwende Eigenfunktionen in deren Darstellung H0 diagonal wird, dann kann die St�orung als
Erwartungswert des St�oroperators mit den korrekten Eigenfunktionen nullter Ordnung bestimmt
werden.
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Fazit: H0 vertauscht mit dem Permutationsoperator P12

[H0; P12] = 0

d.h. wir k�onnen simultane Eigenfunktionen zu H0 und P12 �nden.
Au�erden vertauscht auch H0 mit dem Permutationsoperator.
Daher sind die  � die korrekten Eigenfunktionen nullter Ordnung, mit denen H0 diagonal
wird.

St�orungsrechnung:
Die Energie der Zust�ande  �, also der Para(+)- bzw. Ortho(-)-Zust�ande unterscheiden sich um
die Di�erenz der Erwartungswerte h +jH0j +i und h �jH0j �i. Das Termschema ist in Abb.2.2
zu sehen:
Die Ortho-Zust�ande liegen immer unter den Para-Zust�anden.

Abbildung 2.2: Aufspaltung eines 2-Elektronen Atoms

Para: symmetrische Ortfunktion  +.
) Spinfunktion mu� antisymmetrisch sein (Pauli-Prinzip).

Ortho: antisymmetrische Ortsfunktion  �.
) Spinfunktion mu� symmetrisch sein (Pauli-Prinzip).

Wir berechnen j +(~r1; ~r2)j2 und j �(~r1; ~r2)j2 f�ur ~r1 ! ~r2:

j +j2 ! 2j 1(r)jj 2(r)j

j �j2 ! 0

Im Mittel sind die  � also weiter voneinander entfernt , aber

H0 / e2

r12



14 KAPITEL 2. MODELLE ZUR ATOM{ UND MOLEK�ULSTRUKTUR

ist besonders gro� wenn ~r1 ! ~r2.
Daher gilt: Die Beitr�age zur St�orung kommen aus dem Bereich ~r1 � ~r2. In diesem Bereich ver-
schwindet aber  �. Daher ist der Beitrag zur St�orung (h �jH0j �i) f�ur alle  �-Zust�ande kleiner
als f�ur die  +-Zust�ande.
Daraus folgt folgende Regel:

Hundt'sche Regel: Je gr�o�er der Gesammtspin S ist, d.h. je symmetrischer die Spinfunktion
ist, desto antisymmertischer mu� nach dem Pauli-Prinzip der zugeh�orige Raumanteil der
Zust�ande sein und desto geringer ist nach dem obigen Argument die Energie des Zustandes.

Zentralfeldn�aherung f�ur He-Atome: Trich: Zerlegung von H0 wie folgt:

� zum zentralen Anteil

Hi =
��h2
2m

r2
i �

Ze2

4��0

1

ri

kommt hinzu:

� Zentraler Anteil U (~ri)j von

e2

4��0

1

r12

Daraus folgt:

H0 = � �h2

2m

�r2
1 +r2

2

�
+ U (~r1) + U (~r2)

w�ahle U (ri) so, da�

H0 =

�
� Ze2

4��0

1

r1
� Ze2

4��0

1

r2
+

e2

4��0

1

r12

�
� U (~r1)� U (~r2)

wobei H0 m�oglichst klein sein soll.
Wie sieht U (~r1) aus ?
Der E�ekt vom jeweils anderen Elektron ist die teilweise Vorabschirmung.

Vermutung: U (ri) = � (z � �)e2

4��0

1

ri

De�nition: Zeff (ri) hei�t e�ektive Kernladung mit Zeff = (Z � �).

) U (ri) = �Zeff e
2

4��0

1

ri

Grenzf�alle f�ur Zeff (r):

� kleine r: Zeff ! Z

� gro�e r: Zeff ! Z � 1

Die sonstigen Werte liegen dazwischen. (siehe Abb.2.3)
Bei mittleren r spielt die Elektronenlokalisation eine wichtige Rolle.
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Abbildung 2.3: Zentralfeld-Potential

Hartree-Methode:

Zun�achst: Vernachl�assigung [H;P12] = 0,
sonst: Hartree-Fock s.2.1.3 und nur zwei Elektronen.

H = H1(~r1) +H2(~r2) +H0(: : : j~r1 � ~r2j : : :)

Gesucht: Beste Versuchsfunktionen

 (~r1; ~r2) =  1(~r1) �  2(~r2)

Rezept: Suche das Minimum von H[ ] bez�uglich  1.

H[ ] = h (~r1; ~r2)jH1 +H2 +H0j (~r1; ~r2)i

Forderung: �H[ ] = 0
Betrachte z.B. Variation von H[ ] bez�uglich  1:

 !  + � ( 1 !  1� 1)

h
Var. des Z�ahlerz }| {

� 1 2jH1 +H2 +H0j 1 2i + h
Var. des Nennersz }| {
� 1 2j 1 2 iH 

+h 1 2j : : : j� 1 2i+ h 1 2j� 1 2i = 0

) h� 1jh 2jH1 +H2 +H0 �H j 2j 1i = 0

Dieses ist f�ur beliebige h 1j nur erf�ullt, wenn
h 2jH1 +H2 +H0j 2ij 1i = 0

mit: h 2jH2j 2i = E2 folgt:

(H1 + h 2jH0j 2i)j 1i = (H � E2)j 1i
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und mit E1 +E2 = H folgt:

(H1 + h 2jH 0j 2i)j 1i = E1j 1i

Diskusion:

h 2jH0j 2i =

Z
d�2e

2 �2 2
1

4��0

1

r12

=

Z
d�2

e2

4��0

j 2j2
r12

e2j 2j2d�2 ist der Landungsbeitrag des Elektrons 2, das sich im Volumenelement d�2 be�ndet im
Abstand r12 von �1.
Daraus folgt:

e2

4��0

j 2j2
r12

ist der Beitrag zur Elektron{Elektron Absto�ung, der vom Volumenelement d�2 herr�uhrt.

Technisch:

j; i = 1; 2
n
Hih (n�1)j jH0j (n�1)j i

o
j (n)i i = E

(n)
i j (n)i i

f�ur jedes der beiden Elektronen.

1. Schritt: physikalisch vern�unftiger Ansatz f�ur V (0)(~r1) = h (0)2 jH0j (0)2 i.
2. Schritt: �

H1 + V (0)(~r1)
�
j (1)1 i = E

(1)
1 i

3. Schritt: Analog f�ur zweites Elektron.

4. Schritt: Berechnung eines verbesserten Wertes

V (1)(ri) = h (1)j jH0j (1)j i

5. Schritt: L�osung der 1 Teilchen-SGL f�ur  
(2)
i (~ri).

: : :

Diskusion der  i(~ri):
Der Winkelanteil der  i l�a�t sich nur abseparieren, wenn V (~ri) kugelsymmetrisch ist, d.h. V (~ri) =
V (j~rij).

V (~rj) =

Z
d�i 

�
i (~ri)H

0(~ri; ~rj) i(~ri)

Durch geeignete Mittelung �uber die Orientierung von ~rj wird die Kugelsymmetrie V (j~rjj) erzwun-
gen.

V (rj) =

Z
d�i

e2

4��0

1

rij
j i(~ri)j2

Dann: Zu l�osen sind die folgenden Radialgleichungen:�
� �h2

2m
r2 + V (r)

�
 
(n)
nlm = E

(n)
nl  

(n)
nlm
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mit  nlm(~r) = Rnl(r) � Y ml

l (�; �)

Ber�ucksichtigung des Pauli-Prinzip:
H�ochstens zwei Elektronen d�urfen denselben Satz von Quantenzahlen (n; l;ml) besitzen, dann un-
terscheiden sie sich in ms (ms = �1

2).
Korrekte Ber�ucksichtigung der Symmertrie gegen�uber Verstauschung von zwei beliebigen Elektro-
nen f�uhrt von der Hartree{ zur Hartree{Fock{Methode.
Austauschentartung bedeutet: Vertauscht man die Elektronen{Koordinaten ~ri, zweier beliebiger
Elektronen, dann erh�alt man einen neuen Eigenzustand zur selben Energie.

Pauli-Prinzip:
Gesammtwellenfunktion:

 (~r1; : : : ; ~rN ; ~s1; : : : ; ~sN )

mu� antisymmetrisch gegen�uber der Vertauschung von Raum{ und Spinkoordinaten sein.
SLATER-Determiante (SD) f�ur  (q1; : : : ; qN) (q enth�alt sowohl den Raum{ als auch den Spinteil):

 (q1; : : : ; qN ) =
1p
N !

detj 1(q1) � : : :  N (qN )j

angeschrieben f�ur alle Elektronenkon�gurationen (�; �; : : : ; �).

 (q1; : : : ; qN ) =
1p
N !

�������
 �(q1)  �(q1) : : :  �(q1)
...

. . .
...

 �(qN )  �(qN ) : : :  �(qN )

�������
Diskusion:

1. Vertausche die Koordinaten zweier beliebiger Elektronen (z.B. q1 und q2). Dies entspricht
einer Vertauschung von zwei Zeilen der SD, daher �andert sich das Vorzeichen der SD. Die
Gesammtwellenfunktion ist also antisymmertrisch.

2. Sind zwei S�atze f�g und f�g identisch, so sind zwei Spalten der SD gleich, daraus folgt: Die
SD verschwindet. Daher gilt:
Zwei Elektronen d�urfen nicht in allen vier Quantenzahlen �ubereinstimmen (Pauli-Prinzip)

Beipiel: Grundzustand des Helium-Atoms:

 1;0;0;+1
2
oder  1;0;0;�1

2

 1;0;0;+1
2
(q) = u100(~r)�S= 1

2 ;+
1
2
= u100 � � (ms = +

1

2
)

 1;0;0;�1
2
(q) = u100(~r)�S= 1

2 ;�
1
2
= u100 � � (ms = �1

2
)

 (q1; q2) =
1p
2

���� u100(~r1) � �(~r1) u100(~r1) � �(~r1)
u100(~r2) � �(~r2) u100(~r2) � �(~r2)

����
=

1p
2
u100(~r1) � u100(~r2)| {z }

sym.

� f�(~r1) � �(~r2)� �(~r2) � �(~r1)g| {z }
antisym.

Hartree{Fock{Methode:

� Versuchsfunktionen sind SD (antisymmertrisierte Produkte aus Einteilchenfunktionen)
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Notation max. Zahl
n; l f�ur 1e�-Zustand in Unterschale

...
...

...
4,0 4s 2
3,2 3d 10
3,1 3p 6
3,0 3s 2
2,1 2p 6
2,0 2s 2
1,0 1s 2

Tabelle 2.1: Schalenstruktur

� Suche das Minimum von H f�ur die Klasse der Versuchsfunktionen.

Ergebnis:
Ein Satz von Einteilchen{SGL, �ahnlich wie bei der Hartree{Methode (aber mit Zusatztermen).

Hartree{Methode: h j(~rj)j e2

4��0rij
j j(~rj)i i(~ri)

Hartree{Fock{Methode: �Ahnlich gebaute terme kommen hinzu, bei denen die Kooerdinaten von
je zwei Elektronen i und j vertauscht sind.Z

d�j 
�
i (~rj)

e2

4��0rij
 i(~rj) j(~ri)

= h i(~rj)j e2

4��0rij
j i(~rj)i j(~ri)

Einelektronen{Zust�ande im Zentralfeld:

� Ordnung der m�oglichen Eigenzust�ande im Zentralpotential V (r) h�angt nicht kritisch von der
exakten Form des Potentials ab.
F�ur ein reines Coulombpotential w�urden alle Niveaus l = 0; 1; : : :; n � 1 zusammenfallen.
Daher gilt f�ur ein vorgegebenes n:
Die Bindungsenergie Enl nimmt mit wachsenden l ab:
Das Elektron sp�urt dann im wesentlichen nur den abgeschirmten Teil des Kernpotentials.

Die Schalenaufteilung eines Atoms ist in Tabelle 1 dargestellt.
Die Reihenfolge kann f�ur verschiedene Atome verschieden sein.

3d/4s{Reihenfolge:
Im allgemeinen sp�urt ein 4s{Elektron das nicht vollst�andig abgeschirmte Kernpotential mehr als
ein 3d-Elektron, da die Radial{Wahrscheinlichkeitsdichte P (r) = j (r)j2 � r2dr im Kernbereich f�ur
ein 4s{Elektron gr�o�er ist (siehe Abbildung 2.4):

Bezeichnungsweise:

� Die Gesammtenergie ist gegeben durch die Elektronen{Kon�guration, d.h. durch die Vertei-
lung der N -Elektronen auf die m�oglichen fn; lg.
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Abbildung 2.4: W-Dichte f�ur das 3d{ und 4s{Orbital

� Die Festlegung der Kon�guration erfordert die Angabe aller (n; l)� s f�ur jedes Elektron.

Def.: Elektronen mit gleichem n; l geh�oren zur selben Unterschale.

Def.: �Aquivalente Elektronen haben gleiches n; l aber verschiedene Werte von ml und ms. Davon
gibt es 2 � (2l + 1).

Energieniveaus bei Alkali{Atomen (spez. Li{Atom)
Struktur: Ein einzelnes Valenzelektron au�erhalb abgeschlossener Schalen.

Li (1s)22s

Na (1s)2(2s)2(2p)63s

Rumpf: 1S0
Daraus folgt, da� 2S 1

2
der Grundzustand der Alkaliatome ist. Der Drehimpuls wird also durch das

Valenzelektron bestimmt.
F�ur das Potential V (r) gilt:

gro�e r: ! e2

4��0

1

r

kleine r: ! st�arker anziehend als reines Coulombpot. (Z = 1)

Das Energieniveau{Diagramm ist in Abb.2.5 zu sehen:

Dichtefunktional{Methoden:

Lit.: Friedrich: Theo. Atomphysik 2.2.3/2.3.4
Frage: Ist die Gesammtenergie eines N -Elekronensystems ein FunktionalF [%] der Elektronendichte
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Abbildung 2.5: Energieschema von Alkaliatomen

% ?

% =
NX
i=1

j i(~ri)j2

Theorem von Hohenberg{Kohn
F�ur ein N -Elektronen{System im �au�eren 1-Teilchen-Potential V (~ri) gibt es ein universelles von
V unabh�angiges Funktional F [%], so da�

E[%] =

Z
d�V (~r) � %(~r) + F [%]

f�ur den Grundzustand minimal ist und den richtigen Wert f�ur die Grundzustandenergie liefert.

Diskusion:

1. Erster Summand: F�ur den Fall das V ' Ze2

4��0r
gilt:Z

d�%(~r)V (r) =
Ze2

4��0

Z
d�
%(~r)

r

Dieses ist die Wechselwirkung der Ladungswolke (%) mit dem Coulombpotential.

2. Zweiter Summand: Zu F [%] tr�agt jedenfalls bei:
Die Energie, die von der paarweisen Wechselwirkung der beteiligten Elektronen herr�uhrt.

1

4��0
� 1
2

Z
d�1

Z
d�2

%(~r1)%(~r2)

j~r1 � ~r2j
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Dieses ist ein Funktional der 1-Teilchen{Dichte %(~r).

3. kinetische Energie: T = f [%]
Die Berechnung erfolgt imRahmen des Thomas{Fermi{Modells (angewendet aufN{Elektronen{
Atom)

Thomas{Fermi{Modell:
Betrachte:

� N wechselwirkungsfreie Teilchen.

� Den 6 dimensionalen Phasenraum f�ur jedes Teilchen.

� Die Unsch�arfe{Relation
(4px � 4x)(4py � 4y)(4pz � 4z)

Auf �h3 entfallen im Mittel zwei Teilchen (Spinzust�ande).

Gegeben sei:

� r�aumliches Volumen V ,

� Impulsraum (~k{Raum),

� Fermikugel 4�
3 (�hkf )

3 Daraus folgt:

N =
2V 4�(�hkf )3

(2��h)33
;

wobei N die Zahl der Elektronen im betre�enden 6 dimensionalen Volumen des Phasenraums
ist.

N

V
= % = k3f �

1

3�2

Die Zahl dN (k) der Elektronen in der Kugelschale mit dem Radius k und der Dicke dk ergibt sich
wie folgt: (siehe Abb.2.6):

dN (k) =
2V

(2��h)3
4��h3k2dk

Anwendung auf N{Elektronen{Atom

� N{Elektronen sind durch V (r) auf ein endliches Volumen eingeschr�akt.

� V (r) �andert sich �uber die De-Broglie-Wellen nur wenig; in diesem Bereich sind immer noch
gen�ugend Elektronen (siehe Abb.2.7):

T = Ef (r0) =
�h2

2m
k2f (r0)

lokal: %(r) = k3f (r)
1

3�2

Im Rahmen von TF ergibt sich:

T = Ekin =
�h2

10�2m

Z
d� [3�2%(r)]

5
3
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Abbildung 2.6: Fermikugel

) E[%] = � Ze2

4��0
�
Z
d�
%(r)

r
+

e2

8��0

Z
d� 0
Z
d�
%(r0)%(r)

jr� r0j +
�h2

10�2m

Z
d� [2�2%(r)]

5
3

Verbesserungen am Thomas{Fermi{Ausdruck f�ur E[%] ?

� Ber�ucksichtige %(r).

� Beachte: Symmetrie des Hamilton{Operators gegen Austausch zweier beliebiger Elektronen.

� Ber�ucksichtige die Korrelation der Bewegung der Elektronen.

Hieraus ergeben sich Zusatzterme (z.B.
R
d�%(r)1=k).

Wir erhalten %(r) aus der Forderung, da� E[%] ein Minimum annehmen soll.
Daher Variation von E[%] bez�uglich %: %! % + �%
Skizze: (siehe: Joos, p 642):

Nebenbedingung:

Z
d�%(r) = N

) �(E � V0
Z
d�%(r)) = 0 wobei V0 ein Lagrange{Parameter ist.

Variation liefert:
�h2

2m
(2�)2

�
3

8�

�2
3

%
2
3 = �V

wobei V = �V0 � Ze2

4��0

1

r
+

e2

4��0

Z
d� 0

%(~r0)

j~r� ~r0j
Wende den Laplace{Operator auf beide Seiten an:

(: : :)r2%(r)
2
3 = �r2V

= 1 1

�0
e2%(r)
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Abbildung 2.7: Potential im Thomas{Fermi{Modell

2.2 Born{Oppenheimer{N�aherung zur Trennung von Kern-
und Elektronenbewegung in Molek�ulen

Einleitung:

Anordnung/Abstand der Energiezust�ande in einem Molek�ul:

(a) Masse der Elektronen und der Kerne unterscheiden sich typ. um 104.

(b) Die Kr�afte, die die Elektronen binden und jene zwischen den Kernen, sind von derselben
Gr�o�e (elektrostat. Natur).

Diskusion:

1. Die Elektronen sind auf den Bereich der molekularen Ausdehnung eingeschr�ankt (siehe
Abb.2.8). Daraus folgt:

) 4a = a)4p4a � �h)4p = �h

a
mit jpj � j4pj

) p � �h

a
) E =

p2

2m
� �h2

2ma2
) Ee � 1eV

2. Elektronen seien harmonisch gebunden; Kraftkonstante D:

) !e =

r
D

m
m: Elektronenmasse

1wegen der Poisson{Gleichung
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Abbildung 2.8: Molek�ulaufbau

) !vib =

r
D

M
M : Kernmasse

) Evib
Ee

=

r
m

M

3. 2{atomiges Molek�ul als starrer Rotator:
Tr�agheitsmoment I =M � a2

) Erot =
(Drehimpuls)2

2I

) Erot =
�h2

2I
� �h2

Ma2
� 1

M

�h2

a2
� m

M
Ee

Erot : Evib : Ee
m
M :

p
m
M : 1

10�4 : 10�2 : 1

Diskusion:
Die Kernbewegung ist langsamverglichen mit der Elektronenbewegung. Daher kann die Elektronen{
Verteilung bei festgehaltenen Kernen bestimmt werden, daher h�angt die Verteilung parametrisch
vom Kernabstand ~R, nicht aber vom Kernimpuls ab.
Die Ladungsverteilung der Elektronen liefert ein \Potential", in welchem sich die Kerne bewegen

Inhalt: Born{Oppenheimer{N�aherung

Quantitative Formulierung der Born{Oppenheimer{N�aherung:

SGL for das 2{atomige Molek�ul:

MA MB

ZA ZB

M
N{Elektronen
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Die Koordinatende�nitionen sind in Abb.2.9 dargestellt:

Abbildung 2.9: Koordinaten des Molek�uls

fTN + Te + V (~R;~ri)g (~ri; ~R) = E (~ri; ~R)

Te =
NX
i=1

� �h2

2m
� r2

i

TN = � �h2

2�
r2
~R
= � �h2

2�
r2
R��

mit ~R = ~RB � ~RA und � =
MAMB

MA +MB

V (~R;~ri) z.B.
1

4��0

ZAe
2

j~ri � ~RAj
Born{Oppenheimer{Ansatz
1. Schritt:

� Halte die Kerne im Abstand R fest!

� L�ose die SGL f�ur die Elektronenbewegung bei festgehaltenen Kernen:

fTe + V (~R;~ri)g�k(~ri; ~R) = Ek�(: : :)

L�osungen: Ek(~R) und �(~ri; ~R).

Methode zur L�osung der SGL f�ur die Elektronenbewegung:
Die Bewegung jedes Elektrons erfolgt unter Ein
u� der Wechselwirkung

� mit jedem Kern,
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� mit allen anderen Elektronen.

Technisch:

� Hartree,

� Hartee{Fock,

� Dichtefunktional{Methoden.

2. Schritt:
Entwickle  (~ri; ~R) nach dem vollst�andigen Satz von �(~ri; ~R):

 (~ri; ~R) =
1X
k=1

Fk(~R)�k(~ri; ~R)

k =Satz von Quantenzahlen, der die Elektronenbewegung charackterisiert.
Fk(~R) beschreibt die Bewegung der Kerne, wenn die H�ulle im Zustand �k ist.
3. Schritt:

� Einsetzen f�ur das  in die vollst�andige SGL,

� Projektion auf den Zustand �s: h�sj

) h�sj
X
k

fTk + Te + V � Egj�kiFk = 0

liefert eine Bestimmungsgleichung speziell f�ur Fs(~R)

� Ergebnis:�
� �h2

2�
r2
~R
+ Es(~R) �E

�
Fs(~R) =

X
alle k

�
� �h2

2�
h�sjr2

~R
j�kiFk � �h2

�
h�sjr~Rj�kir~RFk

�

4. Schritt:
Born{Oppenheimer{N�aherung:
Vorraussetzung: Das Molek�ul sei anf�anglich im elektronischen Zustand �s pr�apariert. Dann ist
anf�anglich nur Fs(~R) 6= 0.

Def.: Die B.O.N. sagt aus, da� f�ur alle t

Fk � Fs mit k 6= s

)  (~ri; ~R) = �s(~ri; ~R) � Fs(~R)

Im Rahmen von B.O. gilt: h
Te + V (~R;~ri)

i
�s(~ri) = Es(~R)�s(~ri)

�
� �h2

2�
r2
~R
+ Es(~R)� �h2

2�
h�sjr2

~R
j si

�
Fs(~R) = EFs(~R)

Die Bewegung der Kerne �ndet in einem Potential statt (im wesentlichen Es(~R)), welches durch
die Eigenwerte der eletronischen SGL gegeben ist.



2.2. BORN{OPPENHEIMER{N�AHERUNG 27

G�ultigkeitsgrenzen der Born{Oppenheimer{N�aherung

Vernachl�assigung von h�sjr2
Rj�ki und h�sjrRj�ki gegen Es(~R).

Betrachte: h�sjr2
Rj�ki

rR�k � 1

a
a: Ausdehnung des Molekulger�ustes.

Vergleiche mit ri�k:

ri�k �
~a
~a: Ausdehnung der Elektronen{H�ulle

a � ~a, weil die Elektronenh�ulle und das Kernger�ust gleich gro� sind. Daher gilt:

� �h2

2m
h�sjr2

i j�si =
p2

2m
� Ee

h�sjr2
i j�si � h�sjr2

Rj�si

� �h2

2�
h�sjr2

Rj�si � �
�h2

2�
h�sjr2

i j�si � �
�h2

2�

�
m

�

�
� h�sjr2

i j�si �
m

�
Ee

Diskusion:

� Die Vernachl�assigung von h�sjr2
Rj�ki und h�sjrRj�ki gilt f�ur viele Probleme der Mo-

lek�ulstruktur, wenn die Bewegung der Kerne mit kleiner Amplitude um die Gleichgewichts-
lage statt�ndet.

Sie gilt aber nicht f�ur:

1. Sto�prozesse z.B.:

Es(~R)! Es(~R
0) : He+ +He(1s2)! He+He�(1s2p)

2. Vermiedene Kreuzung: siehe Abb.2.10
Im Bereich R � RC ist h�sjrRj�ki gro�.

Diskusion der SGL f�ur die Kernbewegung (im Rahmen der Born{Oppenheimer{
N�aherung)

�
� �h2

2�
r2
~R
+ Es(~R) � �h2

2�
h�sjr2

Rj�si
�
Fs(~R) = EFs(~R)

Vereinfachung: ���� �h22� h�sjr2
Rj�si

����� jEs(~R)j

[Es(~R) = Es(R) ist sicher erf�ullt, wenn die Elektronenh�ulle keinen Bahndrehimpuls besitzt.

� �h2

2�
r(

~R)2 = � �h2

2�
r2
R�� = � �h2

2�

�
d2

dR2
+

2

R

d

dR

�
| {z }

kin. Energ. in der Rel.bew. der Kerne

+Operator der Rotationsenergie

Operator der Rotationsenergie:
1

2�R2
~J2
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Abbildung 2.10: Vermiedene Kreuzung

wobei: ~J2(�; �) = ��h2
�

1

sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

sin2 �

@2

@�2

�
Vergleich mit H{Atom:
(R; �; �) bedeutet dort: Orientierung eines Ladungselementes ed� � j (~R)j2, w�ahrend hier die L�ange
und Orientierung der Molek�ulachse charakterisiert wird.

Separation von Vibration und Rotation:

� Wahl der Fs(~R)

1. Fs(~R) =
1
R
� Fs;�;J(~R)

2. Eigenfunktionen zum Gesammtdrehimpuls ~J (nur Kernrotation).

�

)
�
� �h2

2�

d2

dR2
+ (Es(R) �E) + �h

2�R2
� J(J + 1)

�
Fs;�;J = 0

� Trennung von Rotation und Vibration:

Fs�J(~R) =  �J � YJ;mj
(�; �)

{ Einsetzen in SGL f�ur Fs�J

{ Bilden: Z 2�

0

Z �

0

d� sin �d� � Y �
J;mJ

(�; �) : : :

)
�
� �h2

2�

d2

dR2
+ (Es(R)� E) +

�h2

2�R2
J(J + 1)

�
 �J(R) = 0
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� F�ur Es(R) gilt Folgendes: (siehe Abb.2.11)

Es(R) � Es(Re) + V (s)(R)

(Es(R)� E) = (Es(Re)� E) + V (s)(R)

= �E(s)
�J + V (s)(R)

Abbildung 2.11: Potential des elektron. Anteils beim Molek�ul

)

2
6664� �h2

2�

d2

dR2
+ V (s)(R) +

�h2

2�R2
J(J + 1)| {z }

Veff (R)

3
7775 �J (R) = E

(s)
�J �J (R)

Diskusion:

� 1-dim SGL f�ur  (R) f�ur die Bestimmung der Vibration der Kerne in einem e�ektiven Po-
tential Veff (R). Diese ergibt die L�osungen Erotvib.

� In 1. N�aherung: Erotvib = ��h2

2I J(J + 1) + �h!0(� +
1
2 ).

Klassi�zierung der elektronischen Zust�ande �k(~ri; ~R)

H-Atom: jn; l;mi En.
Suche alle Operatoren, die mit H und untereinander vertauschen. Es gibt daher Eigenfunktionen
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zu H, die gleichzeitig Eigenfunktionen der vertauschenden Operatoren sind.
jn; l;mi: H vertauscht mit L2 und Lz. Daher ist jn; l;mi Eigenfunktion zu H;L2; Lz.

l: Gibt den Bahndrehimpuls an: �h2l(l + 1).

m: Projektion von ~L auf Lz mit m�h.

n: En =
e2

4��0a0
� 1
2n2 (Gesammtenergie).

Zweiatomiges Molek�ul:
Suche die Symmetrie-Operatoren, die He (elektronischer Anteil) des gesuchten Problems invariant
lassen. Daher ergibt sich eine Klassi�zierung der elektronischen Wellenfunktionen �k(~ri; R) danach,
wie sie sich bei der Anwendung der obigen Operatoren verhalten.

Symmetrie-Eigenschaften zweiatomiger Molek�ule:
Betrachte nur den elektronischen Anteil He. Au�erdem sind die Spin-Bahn-WW, die Spin-Spin-
WW, sowie andere WW zu vernachl�assigen. Betrachte Abb.2.12.
Erl�auterung zur Abb.2.12: z zeigt in Richtung der Kernverbindungsachse (KVA), � ist der Rota-

Abbildung 2.12: Symmetrie{Eingenschaften zweiatomiger Molek�ule

tionswinkel um die KVA.

1. He+V (~ri; R) ist invariant gegen Rotation um die KVA (P�) um einen beliebigen Winkel �:

[H;P�] = 0
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P� = 1� {�

�h
Lz f�ur �� 1

) [H;Lz] = 0

Daher ist �k gemeinsame Eigenfunktion zu He und Lz .
Wie sieht �k als Funktion von � aus ?

Lz = �{�h @

@�

) �e(�) wird als L�osung von

Lz�e = �{�h @

@�
�e = : : :�e

)�{�h @

@�
�e = M�h�e mit ganzzahligen M :M = 0;�1;�2; : : :

Lz�e = ���h�e mit � = 0; 1; 2; : : : � = jM j
�e(�) = (2�)�

1
2 exp(�{��)

Diskusion:

(a) Kodierung der ��Werte:

� = 0, 1, 2
l l l
� � �

(b) Betrachte voneinander unabh�angige Elektronen:
Der Wert von Lz wird mit kleinen Buchstaben angegeben (i = 1; : : : ; N ).

�i = 0, 1, 2
l l l
� � �

� =
NX
i=1

�i

2. He ist invariant gegen Spiegelung an beliebiger Ebene, welche die KVA enth�alt (z.B. (x,z)-
Ebene). Spiegeloperator Ps.

[He; Ps] = 0

Ps : y !�y
Was passiert mit Lz, wenn Ps angewendet wird ?

Lz = �{�h
�
x
@

@y
� y @

@x

�

y !�y : Lz ! {�h

�
x

�
� @

@y

�
� (�y) @

@x

�
= �Lz

Ps ist untit�ar. Daher gilt:
P y
sLzPs = �Lz

PsP
y
s = 1 ) LzPs = �PsLz

) LzPs + PsLz = 0

) [Lz; Ps] 6= 0
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Was passiert mit �e bei Anwendung von Ps ?
�e ist Eigenfunktion von He und Lz.

Lz(Ps�e) = �Ps(Lz�e)
= �Ps��h�e = ���h(Ps�e)

PS�e ist also ebenfall Eigenfunktion zu Lz aber zum Eigenwert ���h. Ps�e ist Eigenfunktion
zu He zum selben Eigenwert wie �e.
Daher sind alle elektronischen Zust�ande mit � 6= 0 doppelt entartet (�{Entartung). Unter
Ber�ucksichtigung der WW zwischen elekt./ Kernbewegung wie diese Entartung aufgehoben
(�{Verdopplung).

�{Zustand: Anwendung vonPs auf �{Zustand liefert keinen neuen Zustand, daher sind
diese Zust�ande nicht entartet.

Ps(Ps�e) = �e ) P 2
s = 1

Weil Ps nur die Eigenwerte �1 besitzt, mu� sich �e bei Anwendung von Ps mit �1
nultiplizieren. Daher gilt folgende De�nition:

�+ : �e
Ps= �e

�� : �e
Ps= ��e

3. Speziell: Homonukleare Molek�ule (ZA = ZB).
Der Mittelpunkt der KVA ist Symmetriezentrum und Ursprung.
He ist invariant gegen Inversion2: Pi~r = �~r.

) [H;Pi] = 0

) [Lz; Pi] = 0

Daher sind die �e simultane Eigenfunktionen zu He; Lz; Pi.
Klassi�ziere die �e gegen Verhalten bei Inverision Pi, d.h. nach ihrer Parit�at, daher ergibt
sich folgende De�nition:

g: gerade Parit�at: �e
Pi= �e

u: ungerade Parit�at: �e
Pi= �e

Beispiel:

�g;�u;�g;�u; : : :

� = 0 : �+
g ;�

+
u ;�

�
g ;�

�
u

Hinzunahme des Spins:
Gesammtspin aller Elektronen sei S. Daher gilt:
Eigenfunktion zu ~S2 mit dem Eigenwert �h2S(S + 1).
Solange die Spin{: : :{WW vernachl�assigt wird, geh�ort zu jedem S (2S + 1) entartete Zust�ande
(Eigenfunktion zum Operator Sz).
Wir bezeichnen die �e noch durch ihre Multipilzit�at (2S + 1), z.B.

2S+1�g;u, bzw.
2S+1�+;�

g;u

2oder Parit�atsoperator
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2.3 Die Molek�ul{Orbital{Methode zum Verst�andnis der
Molek�ulstruktur

2.3.1 Einleitung

� Warum sind die meisten zweiatomigen Molek�ule 1�+
u ;

1�+
g ?

� Warum ist O2 im Grundzustand 3��g ?

� O2
3��g

�e! O+
2

2�g ?

� N2
1�+

g
�e! N+

2
2�+

g ?

� O2
3��g

+e! O�
2

2�g ?

2.3.2 Molek�ul{Orbital{Methode

�Ubertragung vom Modell unabh�angiger Elektronen auf das Molek�ul (siehe Zentralfeldn�aherung).
Der Molek�ulaufbau ist in Abb.2.13 dargestellt:
Grundvorstellung (angegeben f�ur ein zweiatomiges Molek�ul).

Abbildung 2.13: Aufbau eines zweiatomigen Molek�uls

1. Jedes Elektron (i) imMolek�ul wird durch  i beschrieben (genannt:  i: Molek�ulorbital (MO)).
Die Bewegung der Elektronen erfolgt unter dem Ein
u�

� der WW mit allen Kernen (A,B),

� der gemittelten WW mit allen Elektronen.
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Daher gilt: �
� �h2

2m
r2
i + V (~rAi; ~rBi; ~R)

�
 i(~rAi; ~rBi; ~R) = Ei i

Speziell f�ur H+
2 : �

� �h2

2m
r2 � e2

2��0

�
1

rA
+

1

rB

�
+

e2

4��0
� 1
R

�
 i = E i

Methoden zur L�osung:

� Hartree,

� Hartree{Fock und

� Dichtefunktional{Methoden.

2. Normalerweise gilt:

� j ij2 ist �uber das gesammte Molek�ul verteilt.

� i: Beinhaltet einen Satz von Quantenzahlen, welcher folgende Symmetrie{Operatoren
enth�alt:

{ Rotation um die KVA,

{ Ps; Pi, etc.

3. Gesammtenergie der Molek�ule:

� Summe aller MO-Energien,

� korrigiert um die (e{e){Absto�ung.

Gesammtwellenfunktion: Produkt der MO's ( i).

4. Jedes Elektron hat einen Spin.

Komponente bezgl. KVA: � 1

2
�h

5. Aufbauprinzip (Pauli{Prinzip).
Die m�oglichen elektronischen Zust�ande erh�alt man, indem man die N{Elektronen auf die
MO's verteilt, wobei maximal zwei Elektronen denselben Raumanteil  i besitzen k�onnen.

Wie sehen die MO's ( i) aus ?
Sei i bei Atom A lokalisiert, dann wird  i n�aherungsweise ein Atomorbital AO, �A sein (weil es
vom Kern B wenig sp�urt):

�A = �1s(~rAi)

�B = �1s(~rBi) falls es bei B lokalisiert ist.

 i wird aus den Linearkombinationen von AO's aufgebaut, die bei A und B lokalisiert sind.

 i = CA�A + CB�B CA;B: abh�angig von R

De�nition: Unser Ansatz hei�t LCAO{MO
F�ur homonukleare Molek�ule gilt: CA = �CB.
Gr�o�ere Flexibilit�at bei der Bildung der LCAO's:
Baue die AO's in der Umgebung der Kerne als �Uberlagerung mehrerer AO's auf.

Aussehen einfacher MO's:
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%�g 1S

1sAO's 1sA � 1sB
&�u 1S

%�g
2P

2pAO's 2pzA � 2pzB
&�u 2P

%�u
2P

2pxA � 2pxB
&�g

2P

Achtung: Betrachtet wurde �(x)u ; �
(y)
u welche gebildet wurden aus 2pxA; 2pxB; 2pyA; 2pyB sind keine

Eigenfunktionen von Lz. Daher ist folgende Linearkombination zu bilden:

� =
1p
2

�
�(x)u � �(y)u

�
komplette MO's:

 i =
X
m

Cm(�m(~rA)� �m(~rB))

Systematische Berechnung der MO's:
Variationsmethode zur Berechnung der  i:

E[Ci; Cm] =
h ijHj ii
h ij ii

) Bestwert f�ur E :
@E[Ci; Cm]

@Ci
= 0

Dieses ergibt Bestimmunggleichungen f�ur die Ci:

(H11 �ES11C1 + (H12 � ES12)C2 + : : : = 0

(H21 �ES21C1 + (H22 � ES22)C2 + : : : = 0

...

Hik = h�ijHj�ki
Sik = h�ij�ki

Dieses ist im Allgemeinen nicht null, da die �'s an verschiedenen Kernen lokalisiert sein k�onnen.

) detjHik �ESikj = 0

speziell: �i = CA�(~rA) + CB�(~rB)

Aus Symmertriegr�unden gilt:

h�AjHj�Ai = HAA

= h�BjHj�Bi = HBB = �

h�AjHj�Bi = HAB

= h�B jHj�Ai = HBA = �

)

�������
�� E ; � � ES

...
. . .

...
� �ES ; ��E

�������
!
= 0

) E� =
�� �

1� S
siehe Abb.2.14

Es gelten folgende Zusammenh�ange:
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Abbildung 2.14: Energieaufspaltung der MO's

E�  �: CA = �CB
E+  +: CA = CB

Zeige: HAA < 0;HAB < 0; S > 0:
S spielt qualitativ keine Rolle weil es sehr viel kleiner als 1 ist.
Vorzeichen von �; � und S:

HAA = HBB = � = h�AjHj�Ai
Wenn R gro� wird, geht H in HA �uber.

) HAA = h�AjHAj�Ai = E�h�Aj�Ai = E� < 0

S = h�Aj�Bi
�A und �B sind in Abb.2.15 dargestellt, wobei die �Uberlappung S stra�ert wurde.

S � exp

�

R

a0

�
> 0

HAB = HBA = � = h�B jHj�Ai f�ur gro�e R gilt:

� = h�BjHAj�Ai = h�Bj�Ai �E� = S �E� < 0

Parit�at: Pi(~ri ! �~ri) ) g=u Daher gilt: MO's haben de�nertes Verhalten gegen Vertauschung
A$ B
Die Energieaufspaltung ist in Abbildung 2.16 dargestellt:
Es ergibt sich folgende energetische Reihenfolge:

1�g < 1�u < 2�g < 2�u < 1�u < 3�g < 1�g < 3�u

Bezeichnung der MO's:

1. chem:
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Abbildung 2.15: �Uberlappung der Orbitale

1�g 1�u 1�u 1�g

2�g 2�u
...

...
...

...
...

...

2. nach AO's aus denen die MO's enstehen:

1�g ! �g1s
1�u ! �u1s
2�g ! �g2s

...
...

...

3. nach den AO's in welche die MO's �ubergehen, wenn R! 0 z.B. 2s�g; 2s�u.

Aufbauprinzip

� Jedes MO kann mit zwei Elektronen bestezt werden.

� Jedes MO f�ur � � 1 ist zweifach entartet, denn � = jmlj.

Daher kann jedes MO (� � 1) also �; � mit 4 Elektronen besetzt werden.

2.3.3 Korrelationsdiagramme

Gesucht: Ei(R) (MO{Energien)
Feststellungen:

� MO's m�ussen in die zugeh�origen AO's �ubergehen f�ur R!1.
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� F�ur R! 0 gehen die MO's in AO's �uber, die zu vereinigten Atomen (ZA + ZB) geh�oren

Rezept f�ur den �Ubergang R!1 nach R! 0:

1. Bindungsenergien der AO's im Separated{Atom{Limit (s.a.) und United{Atom{Limit (u.a.)
aufzeichnen.

2. � mu� f�ur alle R erhalten bleiben.

3. Die Parit�at mu� erhalten bleiben. Im u.a.{Grenzfall ist g f�ur l gerade und u f�ur ungerade.

4. Nichtkreuzungs{Regel f�ur MO's derselben Symmertrie:

� MO{Energien h�angen von R ab.

� MO's haben dieselbe Symmetrie

Dann gilt:
Keine �Uberkreuzung der zugeh�origen Ei(R) bei irgendeinem Wert von R.
Diese Regel gilt nur, wenn R adiabatisch langsam ver�andert wird.

Elektronenkon�gurationen f�ur N2; O2:
Unter Beachtung des Aufbauprinzips und des Korrelationsdiagram beim Gleichgewichtsabstand
Re = 1; 0976A ergibt f�ur N2 mit 14 Elektronen:

N2f(1�g)2(1�u)2(2�g)2(2�u)2(1�u)4(3�g)2g
Da alle Orbitale voll besetzt sind, ergibt sich: 1�+

g

F�ur O2 mit 16 Elektronen und dem Gleichgewichtsabstand Re = 1; 207A gilt:

O2f(1�g)2(1�u)2(2�g)2(2�u)2(3�g)2(1�u)4(1�g)2g3��g
Grundzustand des O2:

� aus der Kombination von zwei 1�g MO's ergeben sich:

{ Singulett- und Triplett{Zust�ande,

{ � ergibt sich aus der Kombination der ml{Werte der beiden Elektronen:

� = �;�

{ Parit�at: Produkt aus der Paritat der beiden Elektronen:

�g;�g

Das Pauliprinzip liefert den Grundzustand. W�ahle die MO's, welche Eigenfunktionen von Lz sind:

�g ��g
ml = 1 ml = �1
" " 3�g
" # 1�g
#" 1�g

Verhalten der �{Zust�ande bez�uglich Refexion:

Problem: Die betrachteten MO's haben kein de�niertes Verhalten gegen�uber Re
exion.



2.3. DIE MOLEK�UL{ORBITAL{METHODE 39

L�osung: Benutze folgenden Weg:

� Slater{Determinanten (SD) aus (1�g)
2 bilden,

� aus den SD die Zust�ande 3�g;
1�g;

1�g konstruieren.

qualitativ: Je eines der 1�g{Elektronen besetzt ein �
(x)
g und ein �

(y)
g MO ((x,z){Ebene als sei

Relexionsebene).
Eines der Elektronen hat + Symmetrie und das andere hat - Symmetrie. Daraus folgt die
Gesammtsymmetrie -.
Bei positiver Symmetrie des Spins, also parallele Spins gilt:

3��g ;

bei negativer Spin{Symmetrie, also antiparallelen Spins gilt:

1�+
g

Zusammenfassung: M�ogliche Zust�ande sind:

3��g ;
1�g;

1�+
g

Die Hund'sche Regel sagt:

O2X
3��g ist der Grundzustand des Molek�uls

De�nition:

� Der Grundzustand wird mit X bezeichnet,

� angeregte Molek�ule dersselben Multiplizit�at werden mit A;B; : : : bezeichnet,

� angeregte Molek�ule anderer Multiplzit�at werden mit a; b; : : : bezeichnet.

O2 : : : : (1�u)
4(1�g)

2

O+
2 : Es wird bei der Ionistation ein 1�g{Elektron entfernt:

(1�u)
41�g )2 �g

O+
2 X

2�g

O�
2 : Es wird ein Elektron angelagert:

(1�u)
4(1�g)

3

z.B. sei 1�(x)g voll besetzt mit "#
) 1�(y)g = O�

2 X
2�g

Viele O�
2{Zust�ande entstehen durch:

z.B.: (1�u)
3(1�g)

3

z.B.: c1��u ;C
3�u;A

3�+
g

Angeregte Zust�ande von O+
2 entstehen durch Ionisation von z.B. (1�u)3(1�g)3):

(1�u)
3(1�g)

2 z.B.: a4�u

MO-Diagramme zur Beschreibung von Sto�prozessen:
Bauregeln:
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1. Symmetrieerhaltung bei �Anderung von R:

� g $ g

� u$ u

� � = cont

2. Erhaltung der Zahl der radialen Knoten wenn R ge�andert wird.

Die Zahl der radialen Knoten ist nr = n� l � 1.
Bespiel: �g2p{MO (n � l = 1) korreliert nicht mehr mit 3s�g{MO (n � l = 3), sondern mit 3d�g
(n� l) = 1, andererseits korreliert 3s�g mit �g3s.

De�nition:
Das entstehende MO{Diagramm f�ur die Korrelation Diabatischer MO's (1977, Fano; Lichten;
Barat
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Abbildung 2.16: Energieaufspaltung der MO's



42 KAPITEL 2. MODELLE ZUR ATOM{ UND MOLEK�ULSTRUKTUR



Kapitel 3

�Ubergange in Molek�ulen

siehe B.J.
Die Wahrscheinlichkeit vom Zustand jii zum Zustand jfi zu gelangen ist proportional zum Be-
tragsquadrat des Matrixelements:

hijSjfi S: St�oroperator der den �Ubergang ausl�ost

3.1 Elektronische �Uberg�ange in Molek�ulen

�e0 ! �e

F�ur Dipol�uberg�ange gilt:

~� = e
X
i

Zi ~Ri �
X
j

~rj

Die geometrische Anordnung ist aus Abbildung 3.1 zu entnehmen.
wobei folgendes gilt:
~rj: Ortsvektoren des Elektron j,
~Ri: Ortsvektoren der Kerne
bez�uglich eines raumfesten Ursprungs.
Zust�ande in B.O.{N�aherung:

 � =
1

R
 e(~%j ; ~R) 

(e;J)
� (R) �Hj;MJ;�(�; �)

Diskusion:

1.  e(~%j ; ~R): L�osung der elektronischen SGL in einem Koordinaten{System, welches mit der
KVA mitrotiert.

2. nur wenn � = 0 (Molek�ul ist im �{Zustand) ist, ist der (�;�){Anteil der  � durch
YJ;MJ

(�;�) gegeben. sonst (� 6= 0):

HJ;MJ ;� : EF zu den Operatoren J2; Jz; Lz

Gesucht:
hij~�jfi speziell �z 6= 0 sonst 0

43
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Abbildung 3.1: geometrische Anordnung des Molek�uls

Dieses gilt in einem molek�ulfesten System, aber im raumfesten System gilt: �x0 ; �y0; �z0 6= 0.2
4 �x0 = �z sin� cos �
�y0 = �z sin� sin�
�z0 = �z cos �

3
5 = d(�;�)

Zu berechnen ist:
he0; �0; J 0;M 0

J ;�
0j�z(R) � d(�;�)j : : :i

Dieses Faktorisiert in zwei Anteile:

� Integral �uber elektronische Koordinaten %j und R,

� Integral �uber (�;�).

�i!f = h�0h�e0(~%j ; ~R)j�z(R)j�e(~%j ; ~R)i�i � hHJ 0;M 0

J
;�0(�;�)jd(�;�)jJJ;MJ;�(�;�)i

f�ur eine beliebige Komponente des Matrixelements von h~�i.

Diskusion: Inneres Integral
R
d3%j : : :,

�au�eres Integral
R
d3R �R2 : : :.

Fall A: �Ubergang zwischen zwei elektronischen Zust�anden

Im Allgemeinen �andert sich auch j�i, jJ;MJ i.
De�nition: �if (R) = h�e0 j�z(R)j�ei
N�aherung: �if (R) � �if (R = Re).

) �i!f = �if (Re) � h�0j�i � hH0jd(�;�)jHi
Diskusion:
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1. � und �0 geh�oren zu verschiedenen elektronischen Zust�anden und sind daher nicht orthogonal
h� 0j�i 6= ��0� .

h�0j�i =
Z
dRR2 1

R
 
(i)
�0 (R) 

(f)
� (R)

Die �Ubergangsrate ist daher proportional zu jh�0j�ij2.
De�nition:jh�0j�ij2 hei�t Franck{Condon{Faktor f�ur den �Ubergang (e ! e0) zwischen den
Schwingungs{Zust�anden j�0i ! j�i
Franck (1925) klassisch:
Die Kernbewegung ist langsam im Vergleich zum �Ubergang. Daher �andert sich weder der
Kernabstand noch die Geschwindigkeit beim �Ubergang. (Siehe Abb.3.2)
Condon: Der �Ubergang passiert dort, wo ein besonders gro�er �Uberlapp zwischen den Schwin-

Abbildung 3.2: Franck{Condon{Prinzip

gungszust�anden (�0; �) besteht.

2. Diskusion des Winkelanteils:

hH0jd(�;�)jHi liefert die Auswahlregeln f�ur J;MJ ;�

De�nition: jhH0jdjHij2 hei�en H�onl{London{ Faktoren.
Auswahlregel f�ur J;MJ ;� (Vektormodell)
Siehe Abb.3.3

Fall 1: � = 0 (�{Zustand)

Feststellung: Es gilt ~J = ~N . Beim �Ubergang wird ein Photon emittiert, welches eine
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Abbildung 3.3: Vektormodell

Einheit Drehimpuls mitnimmt. Daher gilt:

4J = �1; 4MJ = 0;�1

Fall 2: (� 6= 0):

Es gilt: ~J = ~N + ~L. Jz kommt nur von ~L her, weil ~N senkrecht auf der KVA steht.
Feststellung: ~J unver�andert ist dann m�oglich, wenn sich gleichzeitig ~N ! ~N 0 und
~L! ~L0 in geeigneter Weise �andert. Daher ergeben sich folgende Auswahlregeln:

4MJ = 0;�1; 4J = 0;�1

4� = 0, weil mit ~J Erhalt auch Jz erhalten bleibt und damit auch Lz. Daher folgt:
4� = 0.

Fall B: Der elektronische Zustand bleibt erhalten

Vorbemerkung:
he; �; J;MJ ;�j�je; �; J;MJ;�i| {z }

permanentes Diplomoment des Molek�uls

aber: Homonukleare Molk�ule haben kein permanentes Diplomoment.
Konsequenz:

he; �; J;MJ ;�j�je; � 0; J 0;M 0
J ;�

0i
sind wegen der Symmetrieeigenschaften der Molek�ule ebenfalls null.
Daher gilt Folgendes: Vibration/Rotations{Spektren gibt es nur bei heteronuklearen Mo-
lek�ulen.

�i!f = h�0jh�ej�z(R)j�eij�i � hH0jdjHi
De�nition: h�ej�zj�ei = h�z(R)i Die R{Abh�angigkeit von h�z(R)i mu� mit ber�ucksichtigt
werden.
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Entwickle daher h�z(R)i um R = Re:

h�z(R)i = h�z(Re =i +
�
@

@R
h�zi � (R� Re)

�
+ : : :+ (R� Re)

n

Daraus folgt:

�i!f =
@h�zi
@R

h�0j(R� Re)j�i � hH 0jdjHi
Beachte: h�0j�i = 0, wenn � = �0 weil h�0j�i orthogonal ist, da sie zu einem elektronischen
Zustand geh�oren. Diskusion:
Die Auswahlregel f�ur die Vib{�Uberg�ange wird durch die Matrixelemente der (R�Re) regu-
liert. Damit �i!f 6= 0 ist, mu� der Drehimpuls stimmen (H.L.-Faktoren 6= 0)

4J = 1 R{Zweig

4J = �1 U{Zweig

Auswahlregel f�ur Vib.:

(1) Zeige: In guter N�aherung gilt: 4� = �1,
(2) Zeige: Mit schwacher Intensit�at: 4� = �2;�3; : : :.

3.2 Auger�uberg�ange

Nur der elektronische Anteil von �i!f ist anders zu berechnen. Der St�oroperator ist jetzt der
Coulomb{Operator,
aber die Faktorisierung im elektronischen Anteil in FC{Faktor und HL{Faktor bleibt wie fr�uher
erhalten. Daher gilt:
Die Vibr.{Strucktur im Auger{Proze� im Molek�ul wird durch den FC{Faktor bestimmt.

3.3 Photoionisation

Der St�oroperator ist der Dipoloperator
Anfangszustand jii: Grundzustand des neutralen Atoms/Molek�uls
Endzustand jfi: Zustand des Ions und des emittierten Elektrons.
Diskusion:

j�i!f j2 / helektr. Anteili �FC �HL
Wie bisher: Zerlegung in obige Anteile.

P��0 / j�if j2 � jh�j�0ij2

Der Winkelanteil kann weglassen werden, weil die Winkel experimentell nicht aufgel�ost werden.
Beispiel: Photoemission von CO! CO�:
Grundzustandkon�guration:

CO (1�)2(2�)2(3�)2(4�)2(1�)4(e�)2 1�+

Ionisation mit HeI (21.2eV):
X2�; A2�; B2�
(5�)�1 (1�)�1 (4�)�1
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Kapitel 4

Spektroskopie an Molek�ulen auf
Ober
�achen

Problem: Information �uber die Struktur eines Molek�uls auf der Ober
�ache und m�oglichst wenig
Informationen von der Ober
�ache.
Daher ben�otigt man eine Sonde, die nur auf die adsorbierten Molek�ule tri�t. Dieses wird von
langsamen Atomen und Molek�ulen erreicht.
Beispiel:

1. Beugung von Helium{Atomen mit thermischer Energie (<100meV).
HAS:Helium Atom Streuung.
Information �uber die geometrische Struktur einer Ober
�ache (OF).

2. LEIS:Low Energy Ion Scattering
Die �Anderung der Energie der Ionen 4E liefert Aussagen �uber den chemischen Zustand der
OF.

3. IIES:Ion Impact Electron Spectroskopie
(INS:Ion Neutralisation Spectroskopie) (siehe Abb.4.1).
Die kinetische Energie der abgl�osten Elektronen liefert Informationen �uber die elektronische
Struktur der obersten Schicht der OF.

4. MIES:Metastable Impact Electron Spectroskopie
(MDS:Metastable Deexcitation Spectroskopie) (siehe Abb.4.2)
Die potentielle Energie wird ausgenutzt um mittels verschiedener Augerprozesse Elektronen
mit der kinetischen Energie Ekin zu erzeugen. Die kinetische Energie der Elektronen liefert
die Informationen �uber den elektronischen Zustand der OF.

4.1 MIES:

MIES{Quelle

Die Quelle ist in Abb.4.3 schematisch dargestellt:
Die ungerichtete thermische Energie wird in gerichtete kinietische Energie umgewandelt. Die An-
regung erfolgt mit einem Elektronenstrahl. Es �nden folgende Anregungprozesse statt:

He+ e! He+ + e + e

49



50 KAPITEL 4. SPEKTROSKOPIE AN MOLEK�ULEN AUF OBERFL�ACHEN

Abbildung 4.1: IIES

He + e! He�

Zusammensetzung des Strahls:

(1) Angeregte Helium Atome:

{ gew�unschte metastabile Zust�ande

{ He(21P )! He(11S). Daher gibt es einen HeI{Strahl. Deshalb ist UPS m�oglich.

{ Rydberg Atome: Diese werden durch ein elektrisches Feld gequencth.

(2) He Grundzustandsatome mit thermischer Energie und schnelle Atome ( Ekin � 10eV ).

(3) He+ Ionen

Flugzeitanalyse ( siehe Abb.4.4 ) zur Trennung von

� He� metastabile Atome

� HeI{Photonen
Schnelle He0{Grundzustands{Atome

Optisches Pumpen:
Das Prinzipschema ist in Abb.4.5 zu sehen:
Es wird Licht mit der Wellenl�ange 2:07�m eingestrahlt. Dieses induziert folgenden �Ubergang:

21S ! 21P

21P zerf�allt mit 21.2 eV in 11S. Daher gibt es einen reinen 23S He�{Strahl. Bei einer Elektro-
nenenergie von 40 eV erh�alt man 90 Prozent 23S, w�ahrend man bei 240 eV nur 50 Prozent 23S
erh�alt.
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Abbildung 4.2: MIES

Strahlnachweis:
Elektron{Emission aus Metallen:

He� +OF ! He0 + e(Ekin)

Alternative Methode zur Erzeugung von He�{Atomen:
Eine Kalt{Kathoden Entladung in He ( 1 Torr ) liefert mehr als 70 Prozent 23S{Atome. Es
werden ebenfall He�(21P ) Atome, daher gibt es wegen He(21P ) ! 11S auch UV{Photonen (
HeI{Photonen )

M�ogliche Augerprozesse:

Es gibt folgende Prozesse:

(A) Resonanz Ionisation und Auger Neutralisation RI+AN:

1. Resonanz{Ionisation von He� (RI)

He�
RI! He

2. Auger Neutralisation (AN) unter Beteiligung von zwei Elektronen der OF.

He+ ! He0 + e(Ekin)

(B) Augerabregung ( AD: Auger Deexcitation )
AD ist ein zwei Elektronen Proze�, wobei ein Elektron der OF und ein 2s Elektron der
metastabilen Helium{Atome stammt.

He� ! He0 + e(Ekin)
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Abbildung 4.3: MIES{Quelle

(C) Autodetachment ( AU ). Hierbei ist nur ein Elektron der OF in den Vorgang involviert. Durch
Resonante Ionisation entsteht ein Zustand, der in einem AU Proze� ( siehe Autoionisation
von fr�uher ) zerfallen kann.

(B) passiert, wenn die Austrittsarbeit kleiner als die Bindungsenergie ist, z. B. bei adsorbierten
Atomen auf der OF, denn sonst dominert Proze� (A).
(A) dominert, wenn dieser Proze� statt�nden kann, d.h. wenn RI m�oglich ist.

Auger Deexcitation AD: Der Proze� ist in Abb.4.6 dargestellt.

1. Verf�ugbare Energie die bei AD auf das Elektron �ubertragen werden kann:

E1s � ��EB

2. Energie, die zugef�uhrt werden mu�, um das 2s Elektron abzutrennen: E2s

3. Kinetische Energie, die dem zugeh�origen 2s Elektron als kinetische Energie zur Verf�ugung
steht:

Ekin = (E1s � �� Eb)� E2s

= (E1s �E2s)� ��EB
= E� � �� EB
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Abbildung 4.4: Flugzeitanalyse

Zum Vergleich: UPS:
Ekin = h� � �� EB

Der Unterschied ist nur quantitativ, weil (h��E�) auftritt. UP{Spektren und MIE{Spektren sind
um (h� � E�) verschoben. Ein weiterer Unterschied besteht in der Ober
�achenemp�ndlichkeit.
MIES sieht nur die Ober
�ache, w�ahrend UPS die ersten 3 Monolagen sp�urt.

�Ubergangswahrscheinlichkeiten f�ur AD:
Wang/Ertl: SS 93 (80) 75
Wondratschek: SS 180 (87) 182

Goldene Regel: PAD / %(E)jh ij 1
r12
j f ij2

Zu beachten ist, da� es zwei m�ogliche Prozesse gibt ( Abb.4.7 ), einen Austauschproze� und einen
direkten Prozess.
F�ur den Austauschproze� gilt:

hi; 2sHej 1
r12
j1sHe;~kfi

F�ur den direkten Proze� gilt:

hi; 2sHej 1
r12
j~kf ; 1sHei

Zu zeigen ist, da� der direkte Proze� unwahrscheinlich verglichen mit dem Austauschproze� ist.

PAD =
2�

�h

Z
%(E; kf = jh: : :ij2d~kf

Das Matrixelement wird im wesentlichen vom �Uberlapp j1sHei und jii bestimmt.

j1sHei � �(r1 � dHe�M)

1

r12
� 1

dHe�M
;
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Abbildung 4.5: Optisches Pumpen

weil 1sHe am He{Atom lokalisiert ist.

hi; 2sHej 1
r12
j1sHe;~kfi � 1

dHe�M
hij1sHeih2sHej~kf i � 1

dHe�M
S1 � S2

S1 � S2 ist exponentiell von dHe�M abh�angig

Auger Neutralisation:
Der Proze� ist in Abb.4.8 dargestellt:
Alle Paare, die um �� �uber, bzw. unter � liegen, liefern dieselbe kinetische Energie. Die maximale
kinetische Energie ergibt sich zu:

Emaxkin = E1s � �� � = E1s � 2�

Die kinetische Energie, wenn beide Elektronen von der Unterkannte des VB kommen ist:

Ekin = E1s � 2�� 2B

F�ur die �Ubergangswahrscheinlichkeit gilt:

P (�) /
Z �

��

N (� + �) �N (� � �)d�

wobein N (E) die Zahl der besetzten Ober
�achenzust�ande ( SDOS ) ist.
Es wird angenommen, da� die Wahrscheinlichkeit f�ur die AN im betrachteten �{Bereich konstant
ist.
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Abbildung 4.6: Auger Deexcitation

Autodetachment von He��

Proze�: Bildung von He�� aus He� durch RI ( siehe Abb.4.9 ):
E0
2s ist die Energie, die ben�otigt wird, um ein weiteres Elektron an He�(1s2s) anzulagern. Damit

dieses passieren kann, mu� Folgendes gelten:

E0
2s > �

wobei E0
2s auch Elektronena�nit�at genannt wird. Sie betr�agt ca. 1 eV.

1. He�(1s2s)
RI! He��(1s2s2)

2. He��(1s2s2)
AU! He(1s2) + e(Ekin)

4.2 Molek�ulspektroskopie an Adsorbaten ( am Beispiel
von Sauersto�{Komplexen

� O2{Molek�ule tre�en auf eine Ober
�ache: z.B. Alkali/W(110).
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Abbildung 4.7: Verschiedene AD-Prozesse

� �Ubertragung von Ladung zum Sauersto�
) Verst�arkung der Besetzung des antibindenden �2p{MO's
) Lockerung der Bindung
) unter Umst�anden Dissoziation des O��2 {Komplexes.

4.2.1 Qualitative �Uberlegung zum Aussehen der Elektronen{Spektren

S�u et al: J. Elec. Spectra. Rel. Phenom. 31 (83) 221
z.B. O2�: 2s22p6 Kon�guration ( Ne{Kon�guration ). Ionisation liefert daher nur einen Endzu-
stand:

2s22p6 ! 2s22p5; 2P + e(Ekin)

Molek�ulionisation: Speziell: O�
2 ( siehe CO! CO+ )

O2�
2 ! O�

2 : Franck{Condon{Prinzip: Vertikaler �Ubergang jii ! jfi bei Re(O2�
2 ) = 1:40A.

Elektronen{Kon�guration: O2�
2 : : : : (1�u)

4(3�g)
2(1�g)

4; 1�+
g

Erwartung: 3 Strukturen:

� Abl�osung eines Elektrons aus 1�g mit der Bildung von O�
2 ;

2�g

� Abl�osung eines Elektrons aus 3�g: O
�
2 ;

2�+
g

� Abl�osung aus 1�u: O
�
2 ;

2�u
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Abbildung 4.8: Auger Neutralisation (AN)

Es gibt dabei folgende Bindungs{Energien:

(1�g)
�1 2�g -3.3 eV

(1�u)�1 2�u -6.4 eV
(3�g)�1 2�+

g -7.8 eV

Diskusion weiterer Prozesse: O�
2 ! O2 + e

O�
2 : : : : (1�u)

4(3�g)
2(1�g)

3 X2�g

� Abl�osung aus dem 1�g Orbital:

: : : (1�g)
2 ) 3��g ;

1�g;
1�+

g

� Abl�osung aus 1�u:
: : :1��u ;

3�u;
3�+

u ;
3��u ;

1�u;
1�+

u
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Abbildung 4.9: Autodetachment



Kapitel 5

Streuphysik ( Physik der
Molek�ule in nichtgebundenen
Zust�anden )

Grundlegende Begri�e:
Ein typisches Streuexperiment ist in Abb.5.1 dargestellt:
Einzelsto�bedingung: (A) soll nur mit einem Atom der Sorte (B) in Wechsel{Wirkung stehen.
M�ogliche Sto�prozesse:

1. Elastische Streuung:
Weder die innere Struktur, noch die innere Energie der Teilchen �andert sich, es gibt nur
einen Impulsaustausch.

A +B ! A +B

Die Ablenkung erfolgt in �, die von der WW zwischen (A) und (B) abh�angt.

2. Inelastische Streuung:
Eines oder beide Teilchen �andern ihren inneren Zustand:

A+B ! A+B0

� Elektronische Anregung: H+ +H(1s)! H+ +H�(2s)

� Ionisation

� Ladungsaustausch: H+
A +HB(1s)! HA(1s) +H�

B

� usw.

3. Reaktive Streuung ( z.B. chemische Reaktion )

A+ B ! C +D

Zusammenhang mit der SGL:
2 Kerne, N Elektronen (i = 1; : : : ; N )

(TK + Te + ViA + ViB + VAB) (~r1; : : : ; ~rN ; ~R) = E 

59
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Abbildung 5.1: Streuexperiment

umgeschrieben:

 (~ri; ~R) =
X
k

Fk(~R)�(~ri; ~R)

He� = Ee�k He: Elektronischer Anteil des Hamilton{Operators
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5.1 Klassi�kation der Streuprozesse:

Elektronischer Zustand �andert sich nicht. Das System bleibt in �s

)  (~ri; ~R) = Fs(~R)�s(~ri; ~R) B.O.{N�aherung

Die Kernbewegung erhalten wir aus:�
� �h2

2�
r2
R +

�
Ee(~R):E

��
Fs(~R) = 0

Asymptotische Randbedingungen: Nach der Streuung: �Uberlagerung einer von links einfallenden
ebenen Welle und der auslaufenden Kugelwelle.

F (~R) = e{kzz + f(�)
eikR

R

B.O.{N�aherung: Vernachl�assigung folgender Kopplungsterme:

h�ijr2
Rj�kiFk;

h�ijrRj�kirRFk

Die Kopplungsterme sind klein, solange der Hauptteil der St�o�e bei gro�en R statt�ndet.

Reduzierung der elastischen Streuung mit klassischen Potential{Streuung:

Optik: Geometrische Optik ist eine gute N�aherung, solange die Wellenl�ange klein gegen die Aus-
dehnung der Hindernisse ist.

Hier: Klassische Behandlung der Streuung ist gut, solange die De Broglie Wellenl�ange klein gegen
die Ausdehnung des St�orpotentials bleibt. Dieses ist erf�ullt bei Atomenergie bis T < 20K.

Elastische Streuung:

 (~ri; ~R) = F (~R)�s(~ri; ~R)

Inelastische Streuung:

 =
X
k

Fk(: : :)�k(: : :)

Querschnitts{De�nition:
Querschnitt f�ur bestimmten Streuproze�: Zahl der Ereignisse pro Zeit per Zahl der Streuer (B)
bezogen auf den Flu� der einfallenden Teilchen (A).
Integraler Streuquerschnitt:

� Sie j der einfallende Flu�,

� nT die Zahl der Target{Atome (B),

� Ns die Zahl der gestreuten Teilchen (A) pro Zeit.

Ns = j � nT �Q) Q =
Ns
j � nT =m2
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Di�erentieller Streuquerschnitt:

dN = j � nT � d�
d


� d

dN = j � nT � �(�; phi) � d


�(�; �) =
1

j � nt �
dN

d


Q =

Z
dR

d�

d

= 2�

Z �

0

d� sin � � d�
d
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5.2 Klassische Behandlung der Potential{Streuung

siehe B/J Appendix I
Die elastische Streuung wurde zur�uckgef�uhrt auf:
Streuung eines Massenpunktes � in einem Potential{Feld V (~R) mit Beschr�ankung auf Zentralfelder
V (R). Dieses V (R) erh�alt man wie folgt:

He�s = Ee(R)�s Ee � V (R)

Die Geometrie des klassischen Streuexperimentes ist in Abb.5.2 dargestellt:
Hierbei gilt:

Abbildung 5.2: Geometrie des klassischen Streuexperimentes

R(t): Momentaner Abstand
�(t): Momentaner Winkel
�: Streuwinkel, d.h. �(t!1)

Das Ergebnis wird durch den Energie- und Drehimpulssatz geliefert.

Zusammenfassung:

� Zentrale Gr�o�e: klassische Ablenkfunktion �(b)

� � kann positive und negative Werte annehmen, me�bar ist jedoch nur der Betrag.
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� Es gibt folgendes e�ektives Potential:

Veff (R) = V (R) +
L2

2�R2
= V (R) +

Eb2

R2

� = � � 2b

Z
dR

1

R
�
�
1� Veff

R2

�

Berechnung von �(�; �):
Alle jene Teilchen werden in der Kreisringelement d
 gestreut, die aus dem Streuparameter{
Intervall der Breite db um b stammen.

d
 = 2� sin j�jdj�j
dN = j � 2�bdb

Ferner gilt:
dN = j � �(j�j)2� sin j�jdj�j

) �(j�j) = b

sin j�j �
����dbd�
����

Daher gibt es eine Verkn�upfung von �(�; �) und der Ablenkfunktion � mit b.
Achtung: Es k�onnen mehrere bi-Werte (i = 1; 2; 3) zur Streuung in dasselbe j�j f�uhren:

) �(j�j) =
X
i

bi
sin j�j

����dbid�
����
bi

Die Berechnung erfolgt im allgemeinen numerisch. Eine analytische L�osung ist f�ur folgenden Spe-
zialfall moglich:

V (R) =
Q1Q2

4��0
� 1
R

) �(b) = 2 arctan

�
A

b

�
mit A =

Q1Q2

4��0

1

2E

) �(j�j) =
�
Q1Q2

4��0

�2

� 1

16E2 sin4
�
j�j
2

�

5.2.1 Verlauf der klassischen Ablenkfunktion als Funktion von j�j

� Verlauf von V (R) (f�ur Atom{Atom Streuung ). Der qualitative Verlauf ist in Abb.5.3 dar-
gestellt.

� F�ur gro�e R (R� Rm) V = �Cw
R6 van der Waals-WW.

Ee(R): Ladungsh�ullen induzieren wechselseitig Dipole.

He = HA +HB + V (1; 2)

HA = � �h2

2m
r2

1 �
e2

4��0

1

r1A

HB = � �h2

2m
r2

2 �
e2

4��0

1

r1B

V (1; 2) =
e2

4��0

�
1

R
+

1

r12
� 1

r1B
� 1

r2A

�
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Abbildung 5.3: Atom{Atom Streuungspotential

ungest�ortes Problem:

(HA +HB) 1s(r1A) 1s(r2B) = 2E1s 
(1)
1s  

(2)
1s

E(R) = 2E1s + E(1) + E(2)

E(1); E(2) sind Beitr�age erster und zweiter Ordnung der St�orungsrechnung:

E(1) = h 1s(r1A) 1s(r2B)jV (1; 2)j 1s(r1A) 1s(r2B)i

E(2) =
X
j 6=0

h 0jV j jih j jV j 0i
(E0 � Ej)

 j =  nlm(r1A) n0l0m0 (R2B); Ej = Enlm + En0l0m0

 0 =  1s(r1A) 1s(r2B); E0 = 2E1s

E(1) = 0 f�ur kugelsymmetrische Ladungsverteilungen

Multipolentwicklung von V (1; 2) liefert:

V (1; 2) / 1

R3
+ : : :

(siehe B/J Kap 13.1)

) E(2) / 1

R6
) E(2) = Cw

1

R6

Cw: Van{der{Waals Konstante.
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� kleine R (r � Rm)
V (R) r�uhrt vom �Uberlapp der beteiligten Wellenfunktionen her.

�Uberlapp{Integrale: / exp(��R)

F�ur gro�e R, aber immer noch kleiner als Rm gilt:

V (R)rep / 1

Rn
n = 9; : : : ; 12

Interpretation des Streuquerschnittes:

� f�ur E < 1eV

V (R) =
6�

n � 6

(�
Rm
R

�n
� n

6

�
Rm
R

�6
)

Lennard{Jones{Potential (n; 6)

� f�ur E > 100eV
V (R) = A exp(��R)

Born{Mayer{Potential

Qualitativer Verlaus der Ablenkfuntion und des di�erentiellen Streuquerschnittes f�ur
die obigen Potentiale
F�ur gro�e b gibt es negative Streuwinkel. Das Teilchen � sp�urt nur das � 1

R6 Potential.
F�ur kleine b ist V (R) positiv, d.h. das Projektil wird abgesto�en. Daher erhalten wir nur positive
Streuwinkel. Das Teilchen sp�urt nur den replusiven Teil des Potentials.
Bei b ' Rm heben sich beide Teile der Potentiale gegenseitig auf, deshalb verschwindet hier der
Ablenkwinkel.

Diskusion des di�erentiellen Streuquerschnittes:
Der Verlauf der Ablenkfunktion und des Streuquerschnittes wird in Abb.5.4 aufgezeigt:����dbd�

����!1, wenn

1. b!1, der integrale Querschnitt divergiert.

2. b � Rm �r: Regenbogenwinkel

Daher gilt f�ur d�
d
 folgendes:

� divergiert f�ur � ! 0

� divergiert f�ur �r ( Regenbogen-Singularit�at )

5.2.2 Kleinwinkel / Hochenergie{N�aherung

Diese gilt f�ur kleine Ablenkwinkel. Es wird eine N�aherung f�ur die klassische Ablenkfunktion gelie-
fert. Eine schematische Darstellung der Geometrie ist in Abb.5.5 zu sehen:
F�ur die Bahnkurve gilt:

x(t) = b

R(t) = b2 + z(t)2 = b2 + v2t2
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Die Impuls�anderung 4px l�angs R(t) ist:

4px =
Z 1

�1

dt � Fx(t)

) � =
4px
pz

Fx = �@V
@R

� dR
dx

mit x2 + z2 = R2 folgt:

Fx = �@V
@R

� x
R
� �@V

@R

b

R

�(b) = � 1

mv

Z 1

�1

dt
@V

@R

b

R

Substitution der Variablen:Z 1

�1

dt)
Z 1

b

dR mit dt =
dR

v2
R

b
=

dR �Rp
R2 � b2

) �(b) =
b

E

Z 1

b

dR
@V

@R
� 1p

R2 � b2

Es gilt:

1. � = �(b)E = f(V; b) daher gilt z.B.:
Die Regenbogen{Singularit�at wird f�ur verschiedene Energien beim selben Wert von � gefun-
den.

2. Reduzierter di�erentieller Streuquerschnitt:

%(�) = �(�) sin � � � = F (b)

Anwendung der Hochenergie{N�aherung

V (R) =
C

Rs

�(b) = s
�
�
s+1
2

�
�
�
s
2 + 1

� 1

2Ebs

=
k

2Ebs

) �E = � =
k

2bs

�(�; �) =

�
k

E

� 2
s

� ��(2+ 2
s )

�(�) � sin � � � = k
2
s �
�

1

�E

�2
s

(sin� � �)

G�ultigkeitsgrenzen der klassischen Behandlung ( experimentelle Belege f�ur die Not-
wendigkeit der quantenmechanischen Korrektur )

1. Integrales Q hat einen endlichen Wert ( siehe Kleinwinkelstreuung )
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2. Regenbogen{Intensit�at ist endlich. In der Umbegbung um �r gibt es weitere Strukturen des
di�erentiellen Streuquerschnittes.

3. Der integrale Querschnitt oszilliert als Funktion der Sto�energie.

Daher ist eine quantenmechanische Korrektur notwendig.

Theoretische Betrachtung zur Abweichung zum klassischen Verlauf

(A) Unsch�arfe{Relation
Festlegung von b um den Wert 4b hat eine Unsch�arfe im Querimpuls px zur Folge.

4px = �h

4b

4� = 4px
pz

)4� = 4px
�v

=
�h

�v4b
Daher ist die klassische Behandlung nur m�oglich, solange � �4�

) � � �h

�v4b �
�h

�vb

(B) Koh�arente �Uberlagerung der Beitr�age zum DCS, die von verschiedenen Streuprodukten
bi i = 1; 2; 3 herr�uhren.
Trennung der bi durch den Einbau von Kreisringblenden. Daher:

Beugung an Blenden, daher
kein enfallender Parallesstrahl, daher
Beitr�age sind ununterscheidbar

Daher: Streuamplituden berechnen und unter Beachtung der Phasenbeziehungen �uberlagern
und dann die Streuintensit�at berechnen.

(C) Veff (R) = V (R) +E b2

R2 Dieses Potential ist in Abb.5.6 dargestellt:
Quantenmechanisch: Das System kann sich im klassisch verbotenen Bereich aufhalten. Tun-
neln durch die Potential{Barriere von Veff ( quasigebundene Zust�ande)
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Abbildung 5.4: Verlauf der Ablenkfunktion und des Streuquerschnittes
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Abbildung 5.5: Geometrie bei der Kleinwinkel{N�aherung

Abbildung 5.6: E�ektives Streupotential
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5.3 Quantenmechanische Behandlung der Potentialstreu-
ung

siehe B.J. Kap 13.3, M. Child \Mol. Coll. Theory" Kap 5, Fluendy/Lawley "Chem. Appl. of Mol.
Beam Scattering"
Die Geometrie das Streuexperimentes ist in Abb.5.7 zu sehen:
Eininnerung: B.O. Ansatz zur Trennung von Kern- und Elektronenbewegung liefert f�ur die Bewe-

Abbildung 5.7: Geometrie eines Streuexperimentes

gung der Kerne �
� �h2

2�
r2 + V (~R)

�
F (~R) = EF (~R)

E =
�h2

2�
=
�

2
v2 =

p2

2�
p = j~pij = j~pf j

Gleichung fur F unter Verwendung des reduzierten Potentials

U (~R) = V (~R) � 2�
�h

:

)
h
r2 + k2 � U (~R)

i
F (~R) = 0

F�ur gro�e R gilt: U (~R)! 0 , fortan gelte insbesondere

U (~R) / 1

r1+�

) asymp.:
�r2 + k2

�
F (~R) = 0

F (~R)
�!
R!1 A

�
exp(i~kf ~R) + f(�; �)

eikR

R

�
De�nition: f(�; �) hei�t Streuamplitude.
Zusammenfassung:
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f(�; �)$ d�
d


j : Einfallender Flu�
dN : Zahl der Teilchen, die pro Zeit in d
 gestreut werden.

dN

j
=
d�

d

d


j = mv = jAj2v A :Amplitude der einlaufenden ebenen Welle

dN : dN = jstreuR
2dR

jstreu =
�h

2mi

�
F � @

@R
F � @

@R
F �F

�
= jAj2vjf(�; �)j2d


) d�

d

= jf(�; �)j2

5.3.1 Partialwellenmethode

siehe B.J. Kap 11.3

U (~R) = U (R) kugelsym. Potential

F�ur unsere Anordnung h�angt F (~R) daher nicht von � ab (m = 0). Ansatz f�ur F (~R)

�l(R) � 1

kr
� Pl(cos �)

F (~R) =
1X
l=0

(2l + 1)ilCl
1

kR
�l(R)Pl(cos �)

�l(R) :
d2�l
dR2

+

�
k2 � U (R)� l(l + 1)

R2

�
�l(R) = 0

R!1 : �l(R) �! sin(kR� l�

2
+ �l)

� F�ur U (R) = 0 gilt:

�l = 0; �l(R) �! sin(kr � l�

2
)

� F�ur U (R) 6= 0 gilt:
�l 6= 0 von l abh�angig

O�enbar gilt:

f(�)
eikR

R
= lim
R!1

�
F (~R)� exp(ikz)

�
f(�) kann durch die �l wie folgt ausgedr�uckt werden:

f(�) =
1

2ik

1X
l=0

(2l + 1)
�
e2i�l � 1

�
Pl(cos �)

Cl = exp(2i�l)
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d�

d

= jf(�)j2

Q =

Z
d


d�

d

= 2�

Z �

0

d� sin �
d�

d


Unter Verwendung von Z
d� sin �Pl(cos �)Pl0 (cos �) = �ll0

2

2l + 1

folgt

Q =
4�

R2

1X
l=0

(2l + 1) sin2 �l

Optisches Theorem: Q =
4�

k
= [f(� = 0)]

Zusammenfassung:

1. f(�) = 1
2ik

P
l : : :

2. d�
d
 = jf(�)j2

3. Q = 4�
k2

P
l : : :

In 2. und 3. sind die �l enthalten.
Problem: Wie erhalte ich die �l?�

d2

dR2
+ k2 � U (R)� l(l + 1)

R2

�
�l(R) = 0

Das asymp. Verhalten der �l wird verglichen mit dem entsprechenden Verhalten ohne Potential.
Klassisch:

d�

d

=

3X
i=1

1

sin j�jbi
����dbid�

����
�(b) = � � 2b

Z 1

a

dR : : :

Der Zusammenhang zwischen der klassischen und der quantenmechanischen Behandlung wird
durch die semiklassische N�aherung gegeben.

5.3.2 Halbklassische Behandlung der Potential{Streuung

siehe M. Child; Bransden \Coll. Theory"; B.J.
Annahmen:

� Viele Partialwellen tragen zur Streuung bei (l = 100 : : :100).

� Umgebung um � = 0 wird ausgeschlossen l� � 12

N�aherungen an
P
i : : ::

1. �Ubergang von der Summe zum Integral:X
l

(2l + 1) : : :)
Z 1

0

dl(2l + 1 : : :
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2. N�aherung f�ur die Legendre{Polynome:

Pl(cos �))
s

2

�
�
l + 1

2

� � sin � sin
�
(l +

1

2
)� +

�

4

�

3. �l ist praktisch eine kontinuierliche Funktion von l.

) f(�) =
1

k
p
2� sin �

Z 1

0

dl
p
2l + 1

h
ei�+(l) + ei��(i)

i
mit

�+ = 2�(l) +

�
l +

1

2

�
� +

�

4

�� = 2�(l)�
�
l +

1

2

�
� � �

4

Feststellung: Der Integrand oszilliert schnell. Der gr�o�te Teil des Integrationsintervalls
R
dl : : :

liefert daher keinen Beitrag zum Integral. Beitr�age zum Integral k�onnen nur von den Werten
l geliefert werden, bei denen die Phasen station�ar sind ( Abb.5.8).

Erwartung: Die li{Werte station�arer Phase geh�oren zu jenen bi{ Werten, die klassisch zur Streu-
ung in � beitragen.

�hli � �vbi ) li � k � bi

Diskusion:

1. Wo wird ��(l) station�ar ?

d��(l)

dl

����
li

!
= 0) 2d�(l)

dl
= �j�j = �

2. Wie erhalten wir die �(l) ?

2
d�(l)

dl
= �(l)

) Integration von �(l) liefert �(l)

2�(l) =

Z 1

l

dl0�(l0)

Diese Methode ist graphisch in Abb.5.9 dargestellt:
Es kann gezeigt werden, da� in semiklassischer N�aherung das Folgende gilt:

�

d

= jf(�)j2 =

�����
3X

li=1

r
d�klass

d

� ei
i

�����
2

mit


1 = 2�(li) + l1� � �

2

2 = 2�(l2) + l2� � �

3 = 2�(l3)� l3� � �

2
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De�nition: Die Methode der station�aren Phase n�ahert Integrale der BauweiseZ 1

0

dl
p
l � exp (i�(l))

Methode: Geeignete Approximation von �(l) in der Umgebung der li{Werte (siehe Abb.5.10).

�(l) = �(li) +
1

2

@2

@l2
�(l)

����
l=li

(l � li)
2

5.3.3 Atom{Atom{Streuung bei thermischer Energie (semiklassische Be-
handlung

1. Regenbogenverhalten (Haupt{/ Neben{Regenb�ogen):
Interferenz der Beitr�age um l3 und l2. Dieses Verhalten liefert Informationen �uber die Tiefe
des Potential und die Form des Potentials in der Umgebung von Re.

2. Die schnellen Oszillationen werden durch Interferenzterme von l3; l3 und l1 ausgel�ost.

3. � > �r : Nur ein Bereich station�arer Phase (l3) existiert, daher kann es keine Interferenzterme
geben. Deshalb ist das semiklassische Resultat identisch zum klassischen Resultat.
Weitere Strukturen von d�

d
 sind erkl�arbar, wenn die Vorraussetzungen der semiklassischen
N�aherung nicht erf�ullt sind.

4. Vorw�artsstreuung: Die halbklassische Methode ist in Ordnung, aber es mu� die N�aherung
f�ur die Legendre{Polynome Pl(cos �) ge�andert werden.

5. Symmetrie{Oszillationen im DCS bei ununterscheidbaren Teilchen (Edelgas-Edelgas-Sto�):
Folgende Beitr�age sind ununterscheidbar und m�ussen daher aufsummiert werden:

� Beitr�age von der Streuung des Projektils in j�j und
� Beitr�age von der Streuung des Targetatoms in � � j�j

5.3.4 N�aherungsmethoden (Born'sche{N�aherung)

oft: Ausgangsprodukt ist die Integraldarstellung f�ur f(�; �)
Wiederholung:

F (~R) �! exp(i~ki � ~R) + f
eikR

R

Ziel:

f(�; �) =

Z
d~R0U (~R0)H(~R0; ~ki; ~kf )

Ergebnis: H(: : :) ist ein Ausdruck, der selbst die gesuchte Funktion F (~R) enh�alt, daher erfolgt

eine Umwandlung der SGL f�ur F (~R) in eine Integraldarstellung (Green'sche{Funktions{
Methode)

siehe B.J. 11.4,11.5; Jochain Kap 5,8
Integraldarstellung f�ur f(: : :):

SGL: (r2 + k2)F (~R) = U (~R)F (~R)
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Die gesuchte L�osung setzt sich aus der allgemeinen L�osung des homogenen Problems und der
L�osung des inhomogenen Systems mit passenden Randbedingungen zusammen.
Homogene DGL:

F (~R) = exp(i~ki � ~R) = �i(~R;~ki)

Inhomogene DGL:
1.Schritt: L�osung des einfachen Systems

(r2 + k2)G0(~R; ~R
0) = �(~R � ~R0)

2.Schritt: Bei bekannten G0 erhalten wir F (~R) wie folgt:

(r2 + k2)G0 = �(~R� ~R0)

)
Z
d~R0U (~R0) � F (~R0) � (r2 + k2)G0 =

Z
d~R0U (~R0)F (~R0) � �(~R� ~R0)

) (r2 + k2)

Z
d~R0G0(~R; ~R

0)U (~R0)F (~R0)| {z }
F (~R)

= U (~R)F (~R)

) F (~R) =

Z
d~R0G0U (~R

0) �F (~R0)

allgemeine L�osung:

F (~R) = exp(i~ki � ~R) +
Z
d~R0 : : :

� 1.Schritt: Bestimmung von G0

� dann R!1

1. Schritt:

G0(~R
0; ~R) = � 1

4�

exp(�ikj~R� ~R0j)
j~R� ~R0j

weil: punktf�ormige St�orungen erzeugen Kugelwellen.
Es wird nur das + ben�otigt, weil wir eine auslaufende Kugelwelle ben�otigen.

F (~R) = exp(i~ki � ~R)� 1

4�

Z
d~R0

exp(ikj~R� ~R0j
j~R� ~R0j

U (~R0)F (~R0)

Berechnung von f(�; �):
F�ur gro�e R gilt:

F (~R) �! ei
~ki�~R � 1

4�

eikR

R

Z
d~R0e�i

~kf �~R
0 �U (~R0) � F (~R0)

) f(�; �) = � 1

4�

Z
d~R0e�i

~kf ~R
0 � U (~R0)F (~R0)

~kf = k � R̂
R̂: Einheitsvektor in Richtung ~R.

f = h�f jU jF i

Diskusion: Das Problem wurde lediglich umgeschrieben, f enth�alt die gesuchten F (~R), aber der

Zugang zu N�aherungsverfahren ist o�en. F�ur F (~R) wird eine vern�unftige N�aherung angesetzt.
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Beispiel: Born'sche N�aherung f�ur f :

f = � 1

4�
h�~kf jU j ~kii

Born'sche N�aherung:  ~ki
�= �~ki

) f = � 1

4�

Z
d~R0��~kf

U (~R0)�~ki

= � 1

4�

Z
d~R0ei(

~ki�~kf )~R0U (~R0)

Motivation

� R�ontgenbeugung,

� LEED: Strukturfaktoren,

� Elektron-Atom-Streuung.

Diskusion der Streuamplitude in Born'scher N�aherung:

1. Impuls�ubertrag ~q:

�h~q = �h(~ki � ~kf ) = ~pi � ~pf

q = 2k sin
�

2

fB1 = � 1

4�

Z
d~R0 exp(i~q ~R0)U (~R0)

fB1 ist im wesentlichen die Fouriertransformierte des Streupotentials.

2. Zentralpotential U (~R0) = U (R0):
Es ist zu zeigen:

fB1 = �1

q

Z 1

0

dR0R0 sin(qR0)

optisches Theorem:

Q =
4�

k
=[f(� = 0)]

aber fB1 ist reel !

Beispiel:
Berechnung von fB1 f�ur

(a) Yukawa{Potential:

U (R) =
U0
R

exp

�
�R
�

�

fB1 = � U0
�2 +42

4 = 2k sin

�
�

2

�

) d�

d

=

U2
0

(�2 +42)
2
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(b) Grenzfall �! 0 ( Coulomb{Potential )

fB1 = � U042

d�

d

=
U2
0

44

wenn V (R) =
qAqB
4��0

1

R

) d�

d

=
qAqB
4��0

1

16E2 sin4
�
�
2

�
Ergebnis: jfB1j2 = d�

d
 liefert das exakte Ergebnis, welches mit dem klassischen Resultat �uberein-
stimmt. Daher mu� sich fB1 um einen Phasenfaktor von der exakten L�osung unterscheiden.
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Abbildung 5.8: Station�are Phasen
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Abbildung 5.9: Methode zur Bestimmung der �pm
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Abbildung 5.10: Methode der station�aren Phase
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5.4 Ionen{Ober
�achen{Streuung (ISS)

Ion{Scattering{Spectroscopy
(siehe Kasi et al: Surf. Sci. 10 (89) 1-104)
Gesucht:

� chemische Zusammensetzung der Ober
�ache,

� geometrische Struktur der Ober
�ache.

ISS ist schematisch in Abb.5.11 zu sehen:

Abbildung 5.11: Ion{Scattering{Spectroscopy

Erfahrung: ISS kann in guter N�aherung als Zweiersto� (Ion!OF{Atom) behandelt werden. Die-
ses gilt f�ur � > 45� nicht mehr.

Der Energie{ und Impulssatz liefert:

E1

E0
= H(A;

q

E0
; �1)

A =M2=M1; Q ist der Energieverlust durch elektronische Anregung.
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Energiesatz:

E0 � Q = E1 + E2

E1 =
1

2
M1v

2
1

E2 =
1

2
M2v

2
2

E0 =
1

2
M1v

2
0

Impulssatz:
senkrecht: M1v0 =M1v1 cos �1 +M2v2 cos �2

parallel: 0 =;1 v1 sin �1 +M2v2 sin �

) E1

E0
=

1

(1 +A)2

"
cos �1 �

r
A2 � sin2 �1 � Q

E0
A (1 +A)

#2

+ f�ur A > 1,
� f�ur A < 1.

Diskusion:
Im allgemeinen wird q = 0 gesetzt.

) E1

E0
=

1

(1 +A)2

�
cos �1 �

q
A2 � sin2 �1

�2
z.B. �1 = 90�:

) E1

E0
=
A� 1

A+ 1

Der experimentelle Aufbau von ISS ist in Abb.5.12 dargestellt.
E1

E0
liefert die Identit�at des Streuers !

Die Intensit�at h�angt von folgenden Parametern ab:

IS � (NS �NA�)PS d�
d


mit:
NS =Fl�achendichte der Substrat{Atome,
NA =Fl�achendichte der Adsorbat{Atome,
� =Abschattungsfaktor,
PS =Wahrscheinlichkeit, da� das Ion nicht neutralisiert wird.

IA / NAPA
d�

d


����
A

Auswahl des Projektils I+:

� Edelgas{Ionen,

� Alkali{Ionen.

(a) Edelgas{Ionen:
Hohe Neutralisationwahrscheinlichkeit:
Daher gibt es wenig r�uckgestreute I+ . Deshalb gibt es nur WW mit der obersten Schicht der
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Abbildung 5.12: experimenteller Aufbau eines ISS{Versuches

OF, so da� eine Behandlung ausschlie�lich als Bin�arsto� sinnvoll ist. Es werden daher nur
Informationen �uber die chemische Zusammensetzung der Ober
�ache, bzw. der Bedeckung
mit Adatomen geliefert.
Auger Neutralisation (Abb.5.13)
(Auger Capture)

He++OF
+e�!He0+OF+2e

(b) Alkali{Ionen:
Es ist kein Neutralisations{Proze� m�oglich (siehe Abb.5.14). Li+ wird mit hoher Wahrschein-
lichkeit r�uckgestreut.

Resonanz Ionisation (RI): Li0 + OF ! Li+ +OF�

{ keine Neutralisation: I < �

{ Vielfach{Streuprozesse tragen zum Signal bei, deshalb entsteht ein kompliziertes Spek-
trum

{ Vorteil: Informationen �uber die geometrische Struktur, neben der chemischen Zusam-
mensetzung.
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Abbildung 5.13: Auger Neutralisation bei ISS
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Abbildung 5.14: Energieschema bei Alkali{Ionen (ISS)
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5.5 Inelastische Streuprozesse

Def.: Der elektronische Zustand mindestens eines Sto�partners �andert sich.

A+B ! A� + B elektronische Anregung

A+ +B ! A+B+ Ladungsaustausch

A+B ! A+ + B + e� Ionisation

A+ BC ! AB + C chemische Reaktion

Modellm�a�ig:

� Die Elektronenh�ulle wird quantenmechanisch behandelt.

� Die Relativbewegung der Kerne wird klassisch behandelt.

5.5.1 Allgemeine Grundlagen:

Ist die Sto�energie in der Relativbewegung gro� gegen die �Anderung der inneren Energie ( Ekin�
Enl �En0l0 ), dann wird ~R(t) nicht wesentlich durch den Energie�ubertrag beein
u�t. Daher kann
die Relativbewegung klassisch behandelt werden.

Konsequenz f�ur die elektronische Bewegung:
Die elektronische WWwird wegen ~R(t) zeitabh�angig. Deshalb wird die zeitabh�angige SGL ben�otigt.

 e(t) =

�
He(t) � i�h @

@t

�
 e(~ri; t) = 0

He =
X
i

� �h2

2m
r2
i + V (~ri; ~R(t)) +

ZAZB
4��0

1

R(t)

~ri : Koordinaten des i-ten Elektrons.
Konkret:
Speziell: H+ +H
Die Koordinaten bei inelastischer Streuung sind in Abb.5.15 zu sehen.
~R(t):

1. Wenn das WW{Potential f�ur die Relativbewegung bekannt, dann kann ~R(t) klassisch be-
rechnet werden.

2. oft: gro�e kinetische Energie. Daher wird die Bahn klassisch als gerade aufgefa�t.

x = b; y = 0; z = vt

F�ur den elektronischen Anteil des Hamiltonoperators gilt:

He = � �h2

2�
r2
r �

e2

4��0

1

rA
� e2

4��0

1

rB
+

e2

4��0

1

R(t)

wobei

~rA = �1

2
~R(t) + ~r

~rB =
1

2
~R(t) + ~r
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Abbildung 5.15: Koordinaten bei inelastischer Streuung

ist. F�ur  e(t) gilt:
Vor dem Sto�: e� sei am Atom B.

)  (~r; t)
�!

t=�1  1s(~rB)e
� i

�hE1st

Nach dem Sto� (nur Ladungsaustausch soll m�oglich sein):

 (~r; t) �!t=1 a(b; t) 1s(~rB)e
� i

�hE1st + c(b; t) 1s(~rA)e
� i

�hE1st

� Wahrscheinlichkeit f�ur der elastischen Sto�: Pel(t!1) = ja(b; t)j2

� Wahrscheinlichkeit f�ur den Ladungsaustausch: Paus(t!1) = jc(b; t)j2

Integrales Q f�ur den Ladungsaustausch ( Qaus ):

Qaus = n

Z 1

0

jc(b; t =1)j22�bdb

n: Zahl der Atome pro Zeit un pro Fl�ache.

Translationsfaktoren:
Feststellung: Das Elektron bewegt sich mit j~v=2j mit einem der Kerne mit, aber

 1s(~rA)e
� i

�hE1st

beschreibt ein Elektron im Zustand j1si in einem ruhenden Atom. Wir brauchen eine H(1s){
Funktion, welche sich mit �~v=2 mit dem jeweiligen Kern mitbewegt.
Freies Elektron: Ebene Welle:

exp(i~k~r)e�
i
�hEt, wobei E =

�h2k2

2m
=
m

2

�v
2

�2
; ~p = �h~k = m

~v

2

Vor dem Sto�:

 e(t!�1) �!  1s(~rB)e
� i

�hE1st � e� im
�h

~v
2~r � e� i

�h tm
v2

8
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Nach dem Sto�:

 e(t!1) �! a(b; t) 1s(~rB)e
� i

�h
E1ste�

im
�h

~v
2
~re�

i
�h
tm v2

8 + c(b; t) 1s(~rA)e
� i

�h
E1ste

im
�h

~v
2
~re

i
�h
tm v2

8

Herleitung der \Coupled Channel" Gleichungen
(DGL's f�ur am(b; t))
(siehe Kapitel �uber die zeitabh�angige St�orungsrechnung)�

He(t)� i�h
@

@t

�
 e(~ri; ~R(t)) = 0

Das Folgende gilt allgemein:
Ansatz:

 e(t) =
1X
m=1

am(t)�m(~ri; ~R(t)) � e�
i
�h

R
t

�1

dt0Em(t)
mit EmhjHejmi

Diskusion: �m: vollst�andiger Satz von Wellenfunktionen:

1. z.B. Atomfunktionen  nl(~rA) nl(~rB).

2. �m kann als Eigenfunktion des Quasimolek�uls gew�ahlt werden. Unter Vernachl�assigung der
Kernbewegung (B.O.{N�aherung) gilt:

He�m(~ri; ~R(t)) = Em(R)�m

Einschr�ankung: Bei langsamen St�o�en spielen die Translationsfaktoren keine Rolle.

Bestimmung der DGL's f�ur am(t):

� Einsetzen von  e(t)

� Multiplikation von links mit

��m exp

�
i

�h

Z t

dt0Em(t
0)

�
� Integration �uber die Elektronenkoordinaten ~riZ

d~ri : : :

) i�h _am(t) = : : :

�m : �m ! �n n 6= m

jam(t = �1)j2 = 1 �! jam(t =1)j2 < 1

jan(t = �1)j2 = 0 �! jan(t =1)j2 > 0X
i

ai = 1

) _an(t) = f(am(t); : : :)

i�h _an(t) =
X
m 6=n

am(t)h�njHe � i�h @
@t
j�mi exp

�
� i

�h

Z t

�1

dt0(Em � En)

�
n = 1; 2; : : :

Gekoppeltes System gew�ohnlicher DGL's f�ur die Amplituden an(t).
(siehe B.J.)
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Diskusion:
�m ist Eigenfunktion des Quasimolek�uls zu He:

) hnjHejmi = Enm�nm

Die �Uberg�ange r�uhren daher nur von

i�hhnj @
@t
jmi

her, so da� �Uberg�ange nur dann erfolgen, wenn die B.O.{N�aherung verletzt wird (Dynamische
Kopplung)

Berechnung der Kopplungsterme:
(f�ur den Fall, da� die �m als Eigenfunktionen der He gew�ahlt werden)
Beachte:�m(~r0i) 'hei�t, die Z-Achse ist die mit dem Molek�ul mitrotierende KVA, aber @

@t
bedeutet:

Bei der Bildung der Zeitableitung m�ussen die ~ri bez�uglich eines laborfesten Systems gew�ahlt
werden. (siehe Abb.5.16)

Abbildung 5.16: Geometrie bei inelastischer Streuung

@

@t
�m

����
~r

=
dR

dt|{z}
vR

@

@R
�m(~r

0
i;
~R(t)) +

d�

dt

@

@�
�m

�i�h @

@�
= Ly0 = i�h

�
z0

@

@x0
� x0

@

@z0

�
f�ur mehrere Elektronen:

h�nj @
@t
j�mi = vR(t)h�nj @

@R
j�mi| {z }

Radialkopplung

+ _�(t)
i

�h
h�njLy0�mi| {z }

Rotationskopplung

i�h _an(t) =
X
n6=m

a :m (t)

�
�i�hvR(t)hnj @

@R
jmi+ _�hnjLy0 jmi

�
exp

�
� i

�h

Z t

�1

dt0(Em �En)
�



5.5. INELASTISCHE STREUPROZESSE 91

Anfangsbedingungen:
ak(t = �1) = 1

(n 6= m) : ak(t = �1) = 0

5.5.2 Landau{Zener{N�aherung

(siehe Bransden: Kap 5.4)
Gegeben seien zwei elektronische Zust�ande �1;2 die eine vermiedene Kreuzung haben. Bei RC sind
die �Uberg�ange besonders wahrscheinlich. Die � haben dieselbe Symmetrie (z.B. 1�+

g )
Daher gibt es nur zwei gekoppelte Gleichungen f�ur _a.

1. Konstruktion zweier Zustande  1;2 als Linearkombination der �1;2 liefert die diabatischen
Zust�ande  1;2:

 1;2 : Hii = h ijHej ii

E1;2 =
1

2
(H11 �H22)�

s�
H11 �H22

2

�2

+H2
12

2. Formuliere die _a{Gleichungen unter Verwendung der neuen Zust�ande  1;2.

 e = c1 1 + c2 2

h ijHej ji hat auch nichtdiagonale Elemente H12 6= 0. jH12j liefert gerade den Abstand (in Rc)
der beiden adiabatischen Zust�ande E1;2(Rc).

Proze�:  1 !  2
P1!2 f�ur zwei m�ogliche Reaktionswege, wobei P1!2 die �Ubergangswahrscheinlichkeit f�ur
1! 2 ist.

PGes = (1� P1!2)P1!2| {z }
Weg 1

+P1!2(1� P1!2)| {z }
Weg 2

= 2P1!2(1� P1!2)

Es wurde vernachl�assigt, da� die beiden Amplituden f�ur den Weg 1 und Weg 2 interferieren
k�onnen.

Gesucht: Es werden die Koe�zienten gesucht:

_c1(t) = f(c1; c2;H11;H22;H12)

_c2(t) = : : :

jc1(t)j2 + jc2(t)j2 = 1

Feststellung:

� F�ur die adiabatischen Zust�ande Ei(R) haben wir eine gro�e dynamische Kopplung:

hij @
@t
jji

� F�ur die diabatischen Zust�ande  1;2 (mit H11;H22;H12) gilt:

jhij @
@t
jji � jH12j
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DGL's f�ur die Koe�zienten:

i�h _c1(t) = c2(t)H12 exp

�
i

�h

Z t

dt0(H11 �H22)

�

i�h _c2(t) = c1(t)H12 exp

�
� i

�h

Z t

dt0(H11 �H22)

�

) d2

dt2
c2(t) =

1

H12

d

dt
(H12) _c2(t)� i

�h
(H11 �H22) _c2(t)�

�
H12

�h

�2

c2(t)

Feststellung:
c2(t!1) kann analytisch erhalten werden, unter Vorraussetzung bestimmter N�aherungen an Hij

(Landau{Zener{N�aherung).
Wir fassen Hij als Funktion der Zeit auf. Dann wird Rc f�ur t = tc durchlaufen.

1. (H11 �H22) wird um tc herum entwickelt ( nur linearer Term )

2. H12(R(t)) = H12(t) � H12(t � tc)

zu 1.:

(H11 �H22) = 0 +
@

@t
(H11 �H22)

����
t=tc

(t � tc)

=
dR

dt|{z}
v

d

dR
(H11 �H22)

����
R=Rc

(t� tc)

) d2

dt2
c2(t) = � iv

�h

d

dR
(H11 �H22)

����
R=Rc

(t � tc) � _c2(t)� c2(t)
H2

12(Rc)

�h2

Diskusion:
Die DGL kann in die Form der Weber'schen DGL gebracht werden.
(siehe Child: Kap 8.5)

jc2(t!1)j2 = 1� exp(�
)


 = 2�
H2

12

�hv
�� d
dR

(H11 �H22)
��
Rc

P1!2 = jc2(t =1)j2

Q1!2 = 2�

Z 1

0
dbbPGes(b)

Diskusion von P1!2 als Funktion von v:

� kleines v: Das System wechselt von einer diabatischen Kurve zur anderen:

F�ur v ! 0 : P1!2 ! 1

� gro�es v: Das System bleibt im diabatischen Zustand, es erfolgt kein �Ubergang 1 ! 2:
P1!2 ! 0.

Der Verlauf von PGes ist in Abb.5.17 dargestellt:
vmax h�angt stark von jH12j ab.
Anwendung: Verlauf chemischer Reaktionen als Funktion der Temperatur, usw.



5.5. INELASTISCHE STREUPROZESSE 93

Abbildung 5.17: Verlauf der �Ubergangswahrscheinlichkeit als Funktion der Geschwindigkeit

5.5.3 Symmetrischer Ladungsaustausch

Experiment: H+ +H �! H +H+

Paus(b(�); v) =?
Diskusion: (H+ +H)
Es gibt nur ein aktives Elektron (1s). Daher ist die Betrachtung des Korrelationsdiagramms (siehe
Abb.5.18) f�ur die aus 1s AO gebildeten MO (2p�u; 1s�g) sinnvoll.

� Es brauchen nur die obengenannten MO's betrachtet werden, die aus den 1s AO gebildet
werden.

� dieses trift zu, wenn R nicht zu klein wird (R > 1A).

� konkret:j1s�gi = �g, j2p�ui = �u

 e(~ri; ~R) = ag�g exp

�
� i

�h

Z t

�1

dt0Eg(t
0)

�
+ au�u exp

�
� i

�h

Z t

�1

dt0Eu(t
0)

�

Anfangsbedingungen:
F�ur t = �1 ist das Elektron am Kern A.  e ist aber ein AO und mu� als Linearkombination der
MO gebildet werden.

�g(t = �1) =
1p
2
(�1s(~rA) + �1s(~rB))

�u(t = �1) =
1p
2
(�1s(~rA) ��1s(~rB))

 e(t = �1) = �1s(~rA) =
1p
2
(�g + �u)

Paus = jh�1s(~rB)j e(t =1)ij2
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Abbildung 5.18: Korrelationsdiagramm f�ur H+ +H

Die dynamischen Kopplungen verschwinden:

huj @
@R

jgi = 0; hujLy0jgi = 0

Daher gilt unter Beachtung der Normierung:

ag = au =
1p
2

Berechnung von Paus:

Paus = jh�g ��ujag�g exp
�
� i

�h

Z 1

�1

dt0Eg

�
+ au�u exp

�
� i

�h

Z 1

�1

dt0Eu

�
ij21

2

Es gibt folgende Matrixelemente:

hgjgi = 1; hujui = 1; hgjui = 0

Damit folgt:

Paus =
1

4
jhg � ujg exp(: : :Eg) + u exp(: : :Eu)ij2

=
1

4

�
exp

�
� i

�h

Z 1

�1

dt0Eg(t
0)

�
� exp

�
� i

�h

Z 1

�1

dt0Eu(t
0)

��2
= sin2 �(b; v) mit

� =
1

2�h

Z 1

�1

dt0(Eg �Eu)

Diskusion:Mit der N�aherung f�ur eine gerade Bahn gilt:

z2 = v2t2; v2t2 + b2 = r2
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) dt0 =
1

v
dz; 2zdz = 2RdR

) � =
1

�hv

Z 1

�1

dR
Eg � Euq
1� b2

R2

1. der Verlauf von P (b; v) = sin2 �(b; v) ist in Abb.5.19 zu sehen:
sin2 � durchl�auft eine Folge von Extrema, deshalb durchl�auft auch P eine Folge von Extrema.

Abbildung 5.19: Verlauf der Ladungsaustauschwahrscheinlichkeit

Da zwischen � und b der monotone Zusammenhang �(b) besteht kann P (b) auch als P (�)
geschrieben werden.

2. F�ur den integralen Wirkungsquerschnitt gilt:

Qaus = 2�

Z 1

0

dbb sin2 �(b; v)

Es wird b0 wie folgt de�niert:

b0 : sin
2 �(b0) =

1

2
) � =

�

4

Mit weiteren N�aherungen folgt:

Qaus = 2�

Z b0

0

dbb
1

2
(Random Phase)

+

Z 1

b0

dbb sin2 �

N�aherung: Der zweite Summand ist klein gegen den ersten Summanden.

Qaus =
1

2
�b20(v)
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b0 bestimmt sich aus:

�(b0) =
�

4
=

1

2�hv

Z 1

�1

dR
4E(R)q
1� b2

0

R2

5.5.4 Elektronische Anregung

H+ +H(1s) �! H+ +H�(2p)
Das zubrachtende Korrelationsdiagramm f�ur H+ +H ist in Abb.5.18 dargestellt.

Anregung: 2p�u geht durch Rotationskopplung in 2p�u �uber. Andere �Uberg�ange sind aus Sym-
metriegr�unden nicht m�oglich ( Die Kopplungsterme verschwinden ).

Daher: Es wird eine hinreichend gro�e Sto�energie ben�otigt, damit kleine R erreicht werden,
so da� der Energieabstand zwischen den MO's klein genug wird, damit die Kopplung gro�
genug wird.

Wir erhalten folgende _a{Gleichungen wobei nur die obengenannten MO's betrachtet werden:

i�h _a� = _�(t)f(R)a�(t) exp

�
� i

�h

Z t

dt0(E� � E�)

�

i�h _a� = _�(t)f(R)a� exp

�
i

�h

Z t

: : :

�

mit f(R) = h��jLy0 j��i
Anfangsbedingung:

a�(t = �1) = 1; a�(t = �1) = 0

N�aherungen:

� Der Hauptbetrag von 2p�u �! 2p�u kommt von R ' 0.

� f(R) � 1

� E� ' E�

) _a� = _�a�

_a� = � _�a�

Energiesatz:
1

2
�v2R +

mu

2
(R _�)2 + V (R) = E

Impulssatz: L = �v1b = �R _�R

) _�(t) =
v1b

R2(t)

L�osung der DGL:

a� = sin�; a� = cos �

Pan = ja�j2 = sin2�

F�ur � = �=2 wird die Anregungswahrscheinlichkeit daher eins.
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Grenzfall kleiner Anregungsamplituden: (St�orungsrechnung)
Anfangsbedingungen:

a�(t = �1) = 1 ; a�(t) � 1

a�(t = �1) = 0 ; a�(t)� 1

_a� = _�(t)f(R)a� exp(: : :)

_a� = : : :

) a� =

Z t

�1

dt0 _�(t0)f(R) exp

 
� i

�h

Z t0

dt00(E� �E�)
!

Gerade Bahn (dz = vdt ):

A�(t =1; b) =
1

i�hv

Z 1

�1

dzf(R) _�(z; b) exp

�
� i

�h

Z
dz0(E� � E�)

�

wobei P2p = ja�(t =1; b)j2 ist.
Verallgemeinerung: Im allgemeinen Fall wird f(R) _� zu V (z; b)

) a� = : : :

Z
dzV (z; b) exp(: : :)

=

Z 1

�1

dzV (z)

�
cos

�
1

�hv

Z
: : :

�
+ i sin

�
1

�hv

Z
: : :

��
Diskusion des 1 Summanden:
Der Verlauf ist in Abb.5.20 dargestellt, wobei a(b) die Ausdehnung der St�orung ist:
Damit der Summand nicht verschwindet, mu� folgendes gelten:

Abbildung 5.20: Massey{Kriterium

Z z=a

dz
E� �E�

�hv
� 1
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4Ea
�hv

� 1 MASSEY{Kriterium

F�ur H+ +H �! H+ +H�(2p) ist a ungef�ahr 1 a.u.
P2p hat nach dem Obengesagten bei b � a ein Maximum. Der Verlauf ist in Abb.5.21 zu sehen:

Abbildung 5.21: Verlauf der Anregungswahrscheinlichkeit

Bemerkung:
F�ur kompliziertere Systeme z.B. Ne+ +Ne gilt Folgendes:
Die Behandlungen k�onnen ggf. auf kompliziertere Sto�systeme �ubertragen werden.
speziell: K{Schalen{Anregung f�ur Ne+ + Ne:

Mechnismus f�ur K{Schalen{Anregung:
Ein 1s{Elektron kann �uber 2p�u �! 2p�u promovieren, wenn das 2p�u MO nicht vollst�andig
besetzt ist.

Messung der K{Schalen{Anregung:
Die Messung kann �uber eine Augerelektronenemission oder �uber eine R�ontgenemission (siehe
Abb.5.22) erfolgen.
Vergleich mit H+

2 :
Die K{Schalen{Elektronen sehen schon das praktisch unabgeschirmte Coulombfeld des Ne+2 . Die
Situation ist daher dieselbe wie bei H+

2 , aber die Bindungsenergien der MO's sind st�arker. Die
Anregungswahrscheinlichkeit sieht daher qualitativ wie bei H+

2 aus.
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Abbildung 5.22: Augerelektronen{ und R�ontgenemission b iK{Schalen{Anregung
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Kapitel 6

Elektronen{Emission bei
Ionen{Festk�orper{St�o�en

6.1 Einleitung

Bisher: ISS (Energieverlust der gestreuten Ionen)

jetzt: Aufgrund der WW der Ionen mit der Ober
�ache des Festk�orpers treten Ladungsaustausch-
prozesse auf. Daher tritt eine Neutralisation der Ionen vor der Ober
�ache auf. Dieses ist
verkn�upft mit Elektronen{Emission (siehe z.B. Abb.6.1):

Im allgemeinen ist das qm. System Ion-OF nicht im Gleichgewicht. Daher gibt es Austauschpro-
zesse, welche eine Elektronen{Emission zur Folge haben. Die Beitr�age zur Emission sind �uber R(t)
zu mitteln.
In Abb.6.1 sind 2 m�ogliche Prozesse skizziert, ein weiterer Proze� ist in Bild 6.2 dargestellt:

1. Auger Neutralisation (AN) (Auger Capture (AC)):

� 2 Elektronen der OF sind beteiligt.

� Das 1. Elektron f�ullt die Leerstelle an Ion auf.

� Das 2. Elektron �ubernimmt die �Uberschu�energie. Die Emission ist m�oglich, wenn die
�Uberschu�energie gr�o�er als die Austrittsarbeit ist.

2. Resonanter Transfer (RT) und Auger Deexcitation (AD) (Penning-Ionisation):

� Resonanter Transfer eines Elektrons von der OF zu einem angeregten Niveau des Pro-
jektils.

� Auger Abregung (AD):

{ Das 1. Elektron f�ullt die Leerstelle im Projektil.

{ Das 2. Elektron (Valenzelektron) �ubernimmt die �Uberschu�energie und emittiert
ggf.

3. 2*RT gefolgt von einem inneratomaren Auger{Proze� (Auto{Detachment AU):

He+
2�RN�! He��(1s; 2s2;3 S)

AU�! He0(1s2) + e�(Ekin)

Kinetische Emission gegen�uber potentieller Emission:

101
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Def.: Kinetische Emission von Elektronen (KE):
Elektronen werden aufgrund der kinetischen Energie des Projektils emittiert. Anschaulich:

� Das bewegte Projektil ist eine zeitabh�angige St�orung V (t).

� Diese St�orung kann Elektronen �uber das Vakuum{Niveau anheben, weil die Fourierent-
wicklung von V (t) Komponenten �h!n besitzt, mit �h!n > �.

� V (t) w�achst mit zunehmender kinetischer Energie an. Kinetische Emission tritt ab
Energien von 200eV auf.

Komplikation: Das Projektil kann f�ur E > 200eV unter die OF eindringen. Daher wird
die Interpretation kompliziert.

Def.: Potentielle Emission von Elektronen (PE):
Form und Ausbeute der e�{Emission ist unabh�angig von der kinetischen Energie. Die kine-
tische Energie ist nur norwendig, um das Projektil vor die Ober
�ache zu bringen.

6.2 Experimenteller Aufbau

Anspruch:

(1) nur PE soll auftreten,

(2) keine Eindring{E�ekte,

(3) Austrittsarbeit der OF mu� variierbar sein, um die Ausbeute der Prozesse zu ver�andern.

zu (1): Praktisch ist es schwierig Projektile mit E < 20eV in hinreichender Zahl zu produzieren.
In vern�unftiger N�aherung spielt aber nur die senkrechte Komponente auf der OF E? eine
Rolle, denn die Ablenkung R(t) wird durch E? geliefert:

E? = Ekin � sin2 � 1eV;

wobei  der Einfallswinkel ist.

(1keV ; � 5�)) E? < 1eV

zu (3): �Anderung der Austrittsarbeit:
Ein Angebot von Fremdatomen �andert die OF{Barriere.
Speziell: Angebot von Alkaliatomen (siehe Abb.6.3):
1 ML: S�attigung der Bedeckung bei Raumtemperatur.

zu (2): Wegen St�o�en mit Adatomen mu� Ekin so klein wie m�oglich sein. Im Folgenden ist Ekin =
50 : : :100eV .

Ionenstrahl:

� Plasma{Ionenquelle,

� Massenanalyse: Wien�lter,

� Transport der Ionen bei hoher Energie � 1keV , dann Abbremsung auf 50eV,

� am Kristall: monoenergetischer, massenanalysierter Strahl mit 5� Einfallswinkel.
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Energieanalyse der Elektronen:
Halbkugelanalysator mit dem Radius BR = 10cm.

4E
E0

' 2*Schlitzbreite

Dispersive L�ange

Dispersive L�ange: hier Bahnradius BR.

4E
E0

� 2B

BR

4E � 0:2eV (konstant f�ur die zu analysierenden Elektronen).

Betrieb bei konstanter Passenergie E0 = 20eV

Trick: Der Einsatz der Elektronenspektren bei W(110) soll bei 5.2eV auftreten. Dann liefert die
Einsatzkannte der Spektren die Austrittsarbeit. Die Begr�undung wird im n�achsten Abschnitt
gegeben.

Austrittsarbeits{Einstellung mit dem HKA:
Zwischen der Ober
�ache um dem Analysator wird ein Potential 4U gelegt, dann ergibt sich das
in Abb.6.4 dargestellt Potentialdiagramm:
Im Folgenden sei �S die Austrittsarbeit der OF, �A die Austrittsarbeit des Analysators, E0 die
kinetische Energie an der OF und E� die Anregungsenergie. Dann ergibt sich bei AD f�ur die
kinetische Energie am Analysator Ekin das Folgende (siehe Potentialdiagramm):

E0 = E� � �S

Ekin = E0 + �S � �A +4U
= (E� ��S) + (�S ��A) +4U

w�ahle 4U = �A
) Ekin = E� f�ur alle �S

Kleinstm�ogliche kinetische Energie (Einsatzkannte der Spektren) Eminkin :

E0 = 0) Eminkin = �S

Damit entspricht der Einsatz der Spektren gerade der Austrittsarbeit.

Kristallpr�aparation/OF{Kontrolle:

1. W(110) reinigen:
C wird zu COx unter einem Sauersto�angebot oxidiert. Das COx wird durch Heizen desor-
biert. Das verbliebenen Ox wird ebenfalls durch Heizen desorbiert.

2. Adsorption von Alkaliatomen:
Dispenser: Eine alkalihaltige Verbindung spaltet bei Stromfu� eine de�nerte Menge Alkalia-
tome ab. (UHV-tauglich).

3. Kontrolle des OF{Zustandes:

� Verlauf der Austrittsarbeit,

� AES ) chem. Zusammensetzung,

� LEED: geometrische Struktur. Bei Alkalies erfolgt normalerweise ein amorphes Wachs-
tum.
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6.3 Ergebnisse:

speziell:N+(50eV; 5�) �! Cs(�)=W (110)
Gemessen werden Elektronen{Energie{Spektren (EES) als Funktion der Bedeckung �Cs.

Energiezust�ande des Projektils:
N+(1s22s22p2;3P ;1D;1 S) 3P ist der Grundzustand (Hund'sche Regel)
N�(1s22s22p23s;2;4P )
N0(1s22s22p3;4 S;2 P ;2D) 4S sit der Grundzustand (allein m�oglich, wenn � > 3:5eV )

Elektronenaustausch als Funktion der Austrittsarbeit:

� gro�es � > 3:5eV: AN unter Beteiligung von 2 OF{Elektronen. Gebildet wirdN0(4S;2D;2 P )

� � < 3:5eV: RN in 3sN{Niveau mit N�(: : :2p23s) mit folgender AD. AD von N� liefert
Elektronen unter Bildung von N0.

� � < 2eV: 2*RN in 3sN{Orbital liefert N��(: : :2p23s2). Dieses ist ein tempor�ares negatives
Ion mit einer Lebensdauer von � 10�13s.

N�� AU�! N0 + e� Feshbach{Resonanz

6.4 Theoretische Behandlung der Elektronenemission bei
Ober
�achenst�o�en

1. Bewegung des Ions auf klassicher Bahn: ~R(t)
Vorgabe eines Potentials, welches die WW des Projektils mit der OF beschreibt.
Einschr�ankungen:

� Das Potential ist f�ur alle Streuprodukte gleich (unabh�angig vom Ladungszustand).

� Es werden glatte Ober
�achen angenommen.

2. Die elektronische Bewegung wird quantenmechnisch beschrieben.

~R(t) : He e(~ri; ~R(t)) = i�h
@

@t
 e(: : :)

 e(t) =
X
k

ak'k(~k; �k)| {z }
Elektronen im FK

+
X
n

cn n(~ri; ~R(t))| {z }
Elektronen am Projektil

'k: FK{Zust�ande.
Einsetzen f�ur  e liefert:

i�h _ak =
X
k0

hkjHejk0i � exp
�Z t

dt0(Ek � Ek0)

�

+
X
n

hkjHejni � exp(: : :)

Analog:
i�h _cn(t) = : : :

Die Behandlung der _a bzw. _c Gleichungen ist praktisch nicht durchf�urbar !
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Behandlung der OF{Projektil{WW mit Ratengleichungen:

� Zust�ande i des Projektils, zwischen denen �Uberg�ange statt�nden,

� wird beschrieben durch die Besetzung Ni(z(t)) (zeitabh�angig).

� F�ur die �Anderung der Besetzung mit der Zeit gilt ergibt sich eine Ratengleichung f�ur i$ k:

dNi(t)

dt
=
X
k

f�Ni(z(t))Gik +Nk(z(t))Gkig

dNi(t)

dt
= v(z)

dN (z)

dz

i = 1; 2; : : : ; n Zahl der beteiligten Zust�ande.
Nk: Besetzung der relevanten Zust�ande k zum betrachteten Zeitpunkt.
Gik: �Ubergangswahrscheinlichkeit (Fermi's Goldene Regel)

Die L�osung liefert Ni(z(t!1)); i = 1; : : : ; n.

Berechnung der Spektren der emittierten Elektronen:
Betrachte jii; jki: Der Potentialverlauf mit dem �Ubergang ist in Abbildung 6.5 zu sehen:
Ei; Ek sind die Energien der Zust�ande jii; jki.
Der �Ubergang �andert die momentane Geschwindigkeit des Projektils nicht (B.O.N.).
Daher ist die Energie �, die auf die Elektronen �ubertragen wird, durch folgende Beziehung gegeben:� =
Ei �Ek
Die Energie � zu jedem �Ubergang jii ! jki (in der Umgebung von zik) wird wie oben beschrieben
geliefert.
F�ur den �Ubergang im Intervall dz um zik(�) herum gilt:

1. F�ur die Elektronenverteilung als Funktion von z gilt:

dP (z)

dz
= Gik(z)

Ni(z)

v(z)

����
z=zik

2. Als Funktion der Energie ergibt sich:

dP

d�
=
dP (�

dz

dz

d�
=
Gik(z)

v(z)

Ni(z)

d�=dz

3. Aufsummieren aller Beitr�age zu �, von verschiedenen zik{ Werten:

dP

d�
=
X
zik

Gik(z)Ni(z)

v(z)d�=dz

�����
zik

4. Beitr�age von i nach allen k, die zur Abnahme von Ni(z) f�uhren:

dP

d�
=
X
k

X
zik

: : :

5. F�ur gegebene z{Werte alle Beitr�age zu dP=d� aufsummieren, die von allen Zust�anden herr�uhren:

P (�) =
dP

d�
=
X
i;k

X
zik

Gik(z)Ni(z)

v(z)d�=dz

������
zik
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Diskusion:

1. L�ose Ratengleichung f�ur Ni(z).

2. Betrachte die Energie der beim �Ubergang i! k emittierten Elektronen.

3. Summiere alle Beitr�age aus verschiedenen Austausch{Prozessen auf, welche zur selben Ener-
gie � f�uhren.

6.5 Exponentieller Zerfall angeregter Zust�ande

�Ubergang vo Zustand jsi in dichtzusammenliegende Zust�ande jki aufgrund eines St�orpotentials.

Erwartung: PS(t): Besetzung von jsi zur Zeit t.
dPs
dt

= �!Ps ) Ps = P0 exp(�!t)

Frage: Wie erh�alt man die Ratengleichung aus der zeitabh�angigen SGL ?

Ergebnis: Die Ratengleichung wird erhalten, wenn man die �Uberg�ange jki ! jk0i vernachl�assigt.

 e(t) = as(t)jsi exp
�
� i

�h
Est

�
+
X
k

akjki exp
�
� i

�h
Ekt

�

Einsetzen in die SGL liefert die _a{Gleichungen:

) i�h _ak(t) = hkjV jsi exp(i!kst)as(t) mit !ks =
Ek � Es

�h
) i�h _as(t) = hsjV jki exp(i!kst) + hsjV jsiak(t)

(speziell f�ur V = konst ist !ks f�ur alle t konstant.
Einsetzen f�ur ak:

ak = � i

�h
hkjV jsi

Z t

0

dt0as(t
0) exp(i!kst)

Einsetzen in die DGL f�ur as liefert:

das
dt

=

�
�!
2
� i

�h

�
Vssas(t)

! =
2�

�h
jVksj2%(Ek)

Ps(t) = jas(t)j2

dPs
dt

=
d

dt
fas(t)a�s(t)g

= a�s(t)
d

dt
as + as

d

dt
a�s

= �! � jasj2
= �! � Ps(t)
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Abbildung 6.1: Auger Capture und Auger Deexcitation
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Abbildung 6.2: Autodetachment (AU)
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Abbildung 6.3: Verlauf der Austrittsarbeit
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Abbildung 6.4: Potentialverlauf zwischen OF und Analysator



6.5. EXPONENTIELLER ZERFALL ANGEREGTER ZUST�ANDE 111

Abbildung 6.5: Potentialverlauf als Funktion des Abstandes zur OF
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Kapitel 7

Inelastische St�o�e von Molek�ulen
(Molek�ulionen) mit Ober
�achen

Dissertatation B.Willerding; W.Heiland: Interaction of Charged Particles with Solids and Surfaces
(Plenum 1991)

7.1 Dynamik des Sto�prozesses

H+
2 ; N

+
2 ! Al(111); Ni

1.Schritt:

1. Neutralisation des Projektils (siehe Atomion).

2. Resonanter Einfang eines Elektrons der OF in angeregte Molek�ulzust�ande.
Neu: RT kann auch in einen repulsiven Zustand des Molek�uls f�uhren. Es folgt die Dissoziation
des Molek�uls.

2.Schritt:
Dissoziation gebundener neutraler Molek�ulzust�ande durch Anregung weiterer Freiheitsgerade (Vib/Rot{
Anregung). Aus Kapitel 4 (ISS) folgt f�ur den Energieverlust:

4E = E0[1� : : :]
4E = E0 � F (MT ;MP ;�)

Wenn 4E gr�o�er als die Dissoziationsenergie ED ist, kann Dissoziation auftreten. Daher ist die
Dissoziation im Schritt 2 wichtig f�ur E0 > 1keV .

7.2 Dissoziative Neutralisation vor der Ober
�ache

Ionisierungsenergie bei verschiedenen Kernabst�anden ( Ionzustand als Vakuumniveau ). Weiterhin
ist das FC-Prinzip zu beachten (senkrechter �Ubergang).

113



114 KAPITEL 7. INELASTISCHE MOLEK�ULST �OSSE MIT OF

Aus einem Potentialdiagramm erkennt man, das eine Neutralisation nur in Molek�ul{Zust�ande
unterhalb der Fermi{Energie m�oglich ist. F�ur H2 ist f�ur � ' 5eV nur der Einfang in X1�+

g und
b3�+

u m�oglich.

Diskussion:

X1�+
g : Besetzung durch AN. Es werden nur gebundene Zust�ande besetzt. AN hat Elektronen{

Emission zur Folge.

b3�+
u : Resonanter Einfang eines OF{Elektrons in b

3�+
u . Dieser Zustand ist repulsiv, daher kommt

es zur Dissoziation des Molek�uls. Dabei geht die �Uberschu�energie von ca. 4eV in die Rela-
tivbewegung der H{Atome.

F�ur kleine Austrittsarbeiten (� < 3eV ) gilt Folgendes:
Es k�onnen auch Zust�ande H�

2c
3�g besetzt werden (RT). Dieses hat eine Auger Abregung (AD)

mit Elektronen{Emission zur Folge.

7.3 Experimentelle Untersuchung

Indirekter Nachweis durch Folgeprozesse:
Elektronen{Emission. Die Interpretation der Spektren ist nur einfach, wenn bei der Neutralisation
gebundene Zust�ande gebildet werden.

Direkter Nachweis:
Es sind neutrale Fragmente nachzuweisen (z.B. H0{Atome). Daher ist eine Flugzeitanalyse der
gestreuten neutralen Elemente notwendig.
Der direkte Nachweis besitzt aber auch Probleme: Er liefert keine Informationen �uber den So�ab-
lauf, was bei einer Untersuchung mittels Elektronen{Emission m�oglich ist.

7.3.1 Experimenteller Aufbau

� Ionenstrahlerzeugung:

{ Plasma{Ionenquelle

{ Absaug{ und Fokussierungsoptik

{ Arbeitsbereich: 100eV : : :20keV

� TOF-Prinzip: Am Kristall tri�t ein kurzer Ionenimpusl auf. Aufgrund der verschiedenen
Geschwindigkeiten wird der Impuls nach einer Flugstrecke aufgespaltet.

� Nachweis: Kinetische Emission von Elektronen aus einem SEVmit Kanalplatten{Vervielfachern.
Damit KE auftritt, mu� E0 gr�o�er als 200eV sein. F�ur 200eV ist die Nachweiswahrschein-
lichkeit 
 � 10�3.

� Die Trennung von geladenen und neutralen Teilchen erfolgt durch eine Beschleunigungs-
strecke.

� Das TOF{Spektrometer besitzt eine 1200mm lange Flugstrecke. Es trennt die zur gleichen
Zeit (4t = 10ns) am Kristall loslaufenden Teilchen unterschiedlicher Geschwindigkeiten.
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7.4 Messungen und Interpretationen

H+
2

200eV ;10��! Al(111)

Erwartung f�ur die saubere OF:

1. AN in H+
2 X

1�+
g (liefert neutrales Molek�ul);

2. RT mit Bildung von H�
2b

3�+
u (Dissoziation mit Bildung von atomarem H)

Ergebnis:

1. Signal von H0
2 :

� schmale Struktur

� Peak{Position: Formel f�ur die Interpretation von ISS

2. Signal von H{Atomen:
Energieverteilung der Fragmente (siehe Abb.7.1
Mit 1

2v
2
R = ED gilt:

Abbildung 7.1: Energieverteilung nach der Dissoziation

Emax

min
=

1

2
E0 +

1

2
ED �

p
E0ED � cos�

X+
2

400eV ;10��! Ni(110)

X2 = CO;N2; O2; CO2

Die Messungen liefern:
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� (wenig) negative Ionen (O�
2 ;O

�;C�);
Aber es gibt keine N�

2 -Zust�ande, weil diese instabil sind (Shape{Resonanz) und nach �
10�14s zerfallen.

� N+
2 ; CO

+
2 : Einfang erfolgt nur in Zust�ande, bei denen die Elektronenkon�guration des Rump-

fes nicht ge�andert wird.
(X1�g;B

2�g ; a
1�g;E

3�+
g )

Diese Zust�ande sind alle gebunden.

Vergleich TOF{Messung Elektronenspektren:

� Sauberer Kristall (� � 5eV )
Es gibt folgende Einfangprozesse:

1. AN mit Bildung von N2X
1�+

g (Elektronen-Emission),

2. RT mit Bildung von B; a 3;1�g
anschlie�end: Augerabregung (AD) verbunden mit Elektronen-Emission.

� kleine Austrittsarbeit (� < 3eV )

1. RT in E3�+
g gefolgt von AD, z.B. in X1�+

g , was Elektronen{Emission mit ca. 10eV zur
Folge hat.

2. RT eines weiteren OF{Elektrons an E3�+
g liefert N��

2 (E3�+
g +3s�g) = N��

2 (2�+
g ). Als

Folgeprozess tritt Autodetachment (AU) in X1�+
g mit Elektronen{Emission auf.
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